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[xmlabstr language="en"][sectitle]Abstract[/sectitle]
[p]This study is part of the research in didactics of mathematics on teacher training. In particular, the study focuses on the knowledge of mathematics teachers, taking as a reference the theoretical approaches of the Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) model and teacher reflection as a professional competence. The study corresponds to a descriptive-qualitative research, based on an instrumental study of cases, whose purpose is to describe and analyze the manifestations of mathematics teachers of Secondary Education when they observe a teaching-learning situation that shows a teacher of mathematics teaching the concept of relation. For this, narratives written by seven Secondary Education mathematics teachers in service were used, which indicate some aspects identified by them as relevant from the observed situation. The analysis of the gathered information was carried out by defining categories, subcategories, and analysis units based on the components of the MTSK model. The results indicate that participating teachers accentuate, in their manifestations, attributes mainly associated with didactic knowledge of mathematical content. The reflection of this group of teachers is characterized by three specific aspects of the MTSK model: teaching, learning, and knowledge of the topics. It is interpreted that teacher reflection has been influenced by the professional experience of the teachers participating in the study.[/p][/xmlabstr]
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[xmlabstr language="pt"][sectitle]Resumo[/sectitle]
[p]Este estudo se enquadra nas pesquisas em didática da matemática sobre a formação de docentes. Particularmente, está enfocado no conhecimento desta população tendo como referência as exposições teóricas do modelo denominado conhecimento especializado do professor de matemática (MTSK) e da reflexão docente como competência profissional. Corresponde a uma pesquisa qualitativa descritiva, baseada em um estudo instrumental de casos, cujo propósito é descrever e analisar as manifestações de docentes de matemática do ensino médio ao observar uma situação de ensino-aprendizagem que um professor mostra ao ensinar o conceito de relação. Para isso, foram utilizadas as narrativas escritas por sete docentes de matemática do ensino médio em serviço, que destacam aspectos identificados como relevantes da situação observada. A análise das informações foi realizada mediante a definição de categorias, subcategorias e unidades de análises baseadas nos componentes do modelo MTSK. Os resultados mostram que as pessoas docentes participantes destacam, nas manifestações registradas nas narrativas, atributos associados principalmente ao conhecimento didático do conteúdo matemático. A reflexão deste grupo de docentes se caracteriza a partir de três aspectos específicos do modelo MTSK: o ensino, a aprendizagem e o conhecimento dos temas. A interpretação é que a experiência profissional influenciou na reflexão das pessoas docentes participantes no estudo.[/p][/xmlabstr]
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[xmlbody][sec sec-type="intro"][sectitle]Introduction[/sectitle]
[p]Recently, various investigations on the knowledge of the mathematics teacher have pointed out the importance of having a strong knowledge of the mathematical content, complemented with a particular knowledge for the teaching of that content.[/p]
[p]Particularly, [xref  ref-type="bibr" rid="r8"]Climent, Romero-Cortés, Carrillo, Muñoz-Catalán y Contreras (2013[/xref]) point out the existence of a plurality of perspectives and conceptualizations from which it is possible to approach the knowledge of the mathematics teacher; their studies present the model called Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (hereinafter, MTSK). MTSK is considered as the “‘ideal’ specialized knowledge that a mathematics teacher requires for the management of the teaching process, with the objective, among others, that their students understand the why of things” ([xref  ref-type="bibr" rid="r12"]Galleguillos, Ribeiro y Montes, 2015[/xref], p. 2).[/p]
[p]But, how can this knowledge be identified in mathematics teachers? [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares (2016[/xref]) emphasizes that the way the teacher knows and uses his/her knowledge affects the ways that he/she implements to demonstrate that mathematical knowledge to his/her students and the flexibility that he/she shows to answer their questions or queries. That is, the analysis of teacher behavior in practice can give samples or indicators of this specialized knowledge required for teaching mathematics. One way to analyze this behavior is through teacher reflection on educational practice.[/p]
[p]According to [xref ref-type="bibr" rid="r9"]Dolk (1997[/xref]), the performance of the profession is benefited when reflection on various class experiences and the origin of the teacher’s behavior in practice is promoted; this, based on the systematic structure that provides reflection from the cognitive, emotional, volitional, and behavioral dimensions, and when the stimulus to meta-reflection and reflective learning among peers are enhanced. This benefit can be attributed to the knowledge and performance of the person who reflects; that is, of teachers who reflect on their own practice or of those who reflect on the practice of other teachers. From this, we highlight the reflection that can be made of certain class experiences from the cognitive dimension (of the professional knowledge of the mathematics teacher), oriented to reflective analysis among peers.[/p]
[p]In the particular case of this article, a class experience is considered to be a lesson in which a mathematics teacher presents a task-hereinafter, the observed teacher- to introduce the concept of mathematical relationship, to a group of students from Secondary Education. It is desired to emphasize the aspects that are relevant for a group of mathematics teachers who reflect on the performance of the observed teacher. In this context, we ask ourselves: what aspects does a group of mathematics teachers point out when they analyze the recording of a mathematics lesson? What aspects does this group of teachers emphasize when they reflect on the performance of the observed teacher who teaches mathematics? Taking as a starting point the teaching experience of those who participate in the study, we are interested in recognizing those aspects related to mathematical content knowledge and the didactic knowledge of mathematical content that these teachers identify when looking at a teaching situation on the concept of relationship.[/p]
[p]The purpose of this article is to show, based on an exploratory study, the mathematical and didactic aspects of teacher performance that a group of mathematics professors identifies when looking at a segment of a recording of a class, in which a teacher of this subject introducing the concept of relationship by solving an authentic task.[/p]
[/sec][sec][sectitle]Theoretical Framework[/sectitle]
[p]The theoretical references of this research are based on the proposals on the knowledge model called Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge and Teacher Reflection. Both notions intertwine to offer a frame of reference for analyzing mathematics teaching and learning situations.[/p]
[subsec][sectitle]Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge[/sectitle]
[p]In the field of education, the knowledge of teachers is conceived as knowledge and experiences that they use with the purpose of producing learning and growth in students ([xref  ref-type="bibr" rid="r7"]Climent, 2002[/xref]). In this sense, the way in which the teacher knows and uses the knowledge he possesses affects how he teaches the contents to the students, how he answers their questions and how it helps them to relate mathematical ideas to each other ([xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares, 2016[/xref]).[/p]
[p][xref  ref-type="bibr" rid="r27"]Shulman (1986[/xref], [xref ref-type="bibr" rid="r28"]1987[/xref]) highlights the need for teachers to have both knowledge of the content they teach, as well as knowledge that enables them to teach that content. The first provides teachers with tools to know precisely the definitions, it also allows them to justify propositions and learn about applications of the content in other disciplines; while the second allows them to select the most appropriate way to present the content to the students, while considering their abilities and limitations, as well as the diversity of their interests.[/p]
[p]In this study, the knowledge of mathematics teachers is addressed from the MTSK model proposed by [xref  ref-type="bibr" rid="r11"]Carrillo, Contreras, Climent, Escudero-Ávila, Flores-Medrano y Montes (2014[/xref]). MTSK is a theoretical proposal that models the core knowledge of the professional mathematics teachers and is also a methodological tool that allows the analysis of teaching practice through its different categories. This knowledge model maintains the separation proposed by [xref  ref-type="bibr" rid="r27"]Shulman (1986[/xref]) into two knowledge domains: content knowledge and content didactic knowledge, particularized to mathematics. It stands out because he considers the specialization of teachers in each of the subdomains of knowledge, due to this, he conceives the specialized character as the intersection of specific mathematical and didactic knowledge for mathematics teachers. In this sense, specialized is understood as “any knowledge of a mathematical nature that the teacher may require in their professional work” (Escudero et al., 2015, p. 57). In addition, it is distinguished from other knowledge models of mathematics teachers because it proposes a system of categories and subcategories for each of these knowledge domains, which makes it useful as an analytical model to interpret and characterize the specialized knowledge of mathematics teachers. The MTSK also proposes the subdomain on beliefs and conceptions towards mathematics.[/p]
[p]The characterization of the MTSK is detailed, focusing on the subdomains of mathematical content knowledge and pedagogical knowledge of mathematical content. Regarding the subdomain of beliefs and conceptions about mathematics, this has not been considered for the present investigation.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Mathematical Knowledge[/sectitle]
[p]Mathematical Knowledge (MK) is defined as “the teacher’s knowledge of mathematics as a scientific discipline in a school context” ([xref  ref-type="bibr" rid="r10"]Escudero et al., 2015[/xref], p. 71). Different knowledge models converge in pointing out that there is a difference between the way of knowing the mathematical content by the teaching person and that of other users of the discipline, such as an engineer (Flores-Medrano, Escudero-Ávila, Aguilar, [xref  ref-type="bibr" rid="r11"]Carrillo, 2014[/xref]). Its importance is due to the fact that teachers with a strong mathematical knowledge have greater tools to achieve that their students understand the content significantly and, in addition, they demonstrate a deep knowledge of mathematics when they offer different points of view on mathematical topics.[/p]
[p]In MTSK, three subdomains are considered: Knowledge of Topics (KOT), Knowledge of the Structure of Mathematics (KSM), and Knowledge of Practices in Mathematics (KPM).[/p]
[p]Regarding KOT, it is based on the premise that teachers must know the mathematical content that they teach their students. It considers what and how well the mathematics teacher knows the content to be taught and refers to mathematical content knowledge and its meanings in an informed manner. It is made up of the content that students will learn at a higher level of detail. Topics are understood as the contents coming from the blocks of knowledge traditionally considered in school mathematics. In the case of the Costa Rican curriculum: numbers, relationships and algebra, geometry, measurements, and statistics and probability.[/p]
[p]Five aspects that characterize this knowledge are considered: phenomenology, properties and their foundations, representation registers, definitions, and procedures. Phenomenology is the knowledge of teachers about situations associated with the topic, as well as its uses and applications. Knowledge of properties and their foundations refers to knowledge about the mathematical argumentation of the attributes or qualities of a concept or procedure. Representation registers correspond to the knowledge about the different ways in which a concept can be made present, including the notation and the mathematical language linked to said representations. The knowledge of definitions refers to the set of properties that define a mathematical object, it also considers the alternative ways that teachers use to define it. Finally, procedural knowledge considers the knowledge of traditional and alternative algorithms, the necessary and sufficient conditions and the arguments of a mathematical nature that allow their use, as well as the peculiarities of the mathematical object that results when applying the procedure.[/p]
[p]KSM is the knowledge of the relationships between different contents of the same level or of different educational levels. It exclusively emphasizes the connections between mathematical topics. Four categories of mathematical connections are proposed. Complexity connections correspond to knowledge about the ways in which the currently taught content is related to future content, while simplification connections refer to knowledge about the way the currently taught content is related to past content. Transversal content connections refer to a common quality possessed by two or more contents that relates them, among them, the modes of thought associated with said content. Finally, auxiliary connections are linked to knowledge about the use of concepts as tools for the development of others.[/p]
[p]Regarding KPM, it is the knowledge about the ways of proceeding in mathematics, as well as the characteristics of mathematical work.[/p]
[p]It is about knowing how knowledge is explored and generated in mathematics, how relationships, correspondences and equivalences are established, how it is argued, reasoned, and generalized, what role the agreement has, and what characteristics are possessed by some of the elements with which mathematics is performed, such as a definition or a demonstration. [xref  ref-type="bibr" rid="r11"](Flores-Medrano, Escudero-Ávila, Aguilar, Carrillo, 2014[/xref], p. 77-78)[/p]
[p]This subdomain is made up of two categories: practices linked to mathematics in general and practices linked to a topic in mathematics. The first is a type of knowledge used to work in a generic way in mathematics, regardless of the concept addressed, while the second category is knowledge about ways of proceeding in a particular mathematical content.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Didactic Knowledge of Mathematical Content[/sectitle]
[p]Pedagogical Content Knowledge (PCK) is the knowledge of teachers about aspects related to mathematical content as an object of teaching and learning. It is characterized by being knowledge attributed to the teaching practice, which is why it is directly linked to the teaching staff. It conceives the mathematical content from three points of view: as a content to be taught, as a content to be learned and as a component of the learning standards that are intended to be achieved. These three emphases generate the three subdomains of this knowledge domain: Knowledge of Mathematics Teaching (KMT), Knowledge of Features of Learning Mathematics (KFLM), and Knowledge of Mathematics Learning Standards (KMLS). The aspects that characterize them are detailed below.[/p]
[p]KMT refers to the knowledge about resources, materials, and strategies to present the content to the students, as well as the potential that these have in the teaching and learning processes. It also considers knowledge of tasks, conceived as learning opportunities. This subdomain is made up of three categories: (a) personal or institutionalized teaching theories, which corresponds to knowledge about specific teaching theories for the teaching of mathematics; also, it considers teaching strategies from personal experience of the teaching staff such as the use of analogies or metaphors, acquired from their professional experience; (b) material and virtual resources associated with the content to be taught, considers the knowledge of the benefits and difficulties associated with its use in the teaching of mathematical content, and (c) activities, tasks, examples and aids, which refers to knowledge on the potential that a task, example or activity may have, as well as when and what kind of help to offer the students during their learning.[/p]
[p]Regarding KFLM, it corresponds to the knowledge about the learning characteristics of the mathematical content; it focuses on mathematical content as a learning object, so its interest is the learning characteristics caused by the interaction of the student with the mathematical content and not the characteristics of the student itself. It is comprised of four categories: (1) forms of learning, (2) strengths and difficulties associated with learning, (3) forms of student interaction with mathematical content, and (4) student conceptions of mathematics.[/p]
[p]The forms of learning are related to the possible forms of apprehension linked to the nature of the mathematical content and consider the knowledge of personal or institutionalized theories about the cognitive development of the student, both for mathematics in general and for a particular content. The strengths and difficulties associated with learning refer to the knowledge about errors and difficulties attributed both to mathematics in general and to a particular content. The knowledge about the forms of interaction of the students with the mathematical content is associated with the knowledge about procedures and strategies, both typical and unusual, used by the students, as well as the language they use when manipulating the mathematical content. Finally, the students’ conceptions of mathematics reveal their expectations and interests towards mathematics.[/p]
[p]Mathematics learning standards correspond to the knowledge about the conceptual level that the student is expected to learn at a given school moment. This subdomain considers three categories: (a) mathematical contents that are required to be taught, which is the knowledge about the mathematical contents that must be taught in a specific school grade; (b) expected level of conceptual and procedural development, which corresponds to knowledge about the degree of detail with which a content should be taught at a given school moment, and (c) sequencing of various topics, which accentuates knowledge about what the student must or can learn at a given school moment or one before or after this.[/p]
[p]In summary, the MTSK model considers the specialization of knowledge of teachers as knowledge that only makes sense for them and that makes sense when they develop their teaching work.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Competence of teacher reflection[/sectitle]
[p]Teaching reflection is conceived as the professional competence that allows the identification of relevant mathematical aspects in a teaching and learning situation, interpreting them from a theoretical reference and making changes to improve them. In this sense, this teaching competence is linked to three skills: (1) identifying outstanding events that arise in the teaching and learning processes, (2) reasoning about interactions in the classroom based on the knowledge of the context in which teaching is done and (3) connecting specific classroom events with more general principles and ideas of teaching and learning processes ([xref  ref-type="bibr" rid="r26"]Sherin, Jacobs y Philipp, 2011[/xref]).[/p]
[p]In the literature, different terms can be found to refer to teacher reflection, among  which  we  highlight  “Noticing” ([xref  ref-type="bibr" rid="r21"]Mason, 2002[/xref]) and “Professional noticing” (the term used by the cited authors is “Mirar profesionalmente”) ([xref  ref-type="bibr" rid="r18"]Llinares, 2012[/xref], [xref ref-type="bibr" rid="r19"]2013[/xref], [xref ref-type="bibr" rid="r16"]2016[/xref]).[/p]
[p]This teaching competence allows mathematics teachers to analyze educational practices in a professional manner, distinguishing themselves from those who are not professionals in this area ([xref  ref-type="bibr" rid="r21"]Mason, 2002[/xref]). The professional character is due to the use of knowledge to identify, interpret and offer options for improvement on outstanding aspects of a situation related to the teaching and learning of mathematics. In this sense, [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares (2016[/xref]) states:[/p]
[quote]This way of posing the relation between the cognitive actions of identifying, registering, and interpreting particular aspects of mathematics teaching and learning situations makes more explicit the need to consider the role that mathematical knowledge and mathematics didactics possess as references for the observation and interpretation of the events identified and described. (p. 218)[/quote]
[p]Due to the above, the competence of
   teacher reflection is a demonstration of the use of mathematical content knowledge and of the didactic knowledge of mathematical content exhibited by the teacher (specialized knowledge) in teaching situations, emphasizing the link between professional knowledge and contexts of its use ([xref  ref-type="bibr" rid="r2"]Ball, Thames y Phelps, 2008[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r15"]Hill, Ball y Schilling, 2008[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r25"]Sherin, 2001[/xref]; [xref ref-type="bibr" rid="r26"]Sherin, Jacobs y Philipp, 2011[/xref]).[/p]
[p]Another aspect that characterizes the competence of teacher reflection is that its development does not take place spontaneously in teachers, but it is necessary to develop competence from initial training, with its inclusion in training programs and throughout professional life ([xref  ref-type="bibr" rid="r19"]Llinares, 2013[/xref]).[/p]
[p]To support the development of teacher reflection competence, [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares (2016[/xref]) refers to the use of “products of practice” (original Spanish term is “productos de la práctica”) or “artifacts of practice” (original Spanish term is “artefactos de la práctica”). An artifact of practice can be a video segment that presents the interaction between a group of students and a teacher when they solve a mathematical problem, the productions of students, the sequence of activities used by the teacher to introduce a topic and even their didactic planning.[/p]
[p]Products of practice are considered useful tools for the development of the competence of teacher reflection, since they allow to explore and analyze the phenomena that occur during the educational practice, without having the pressure to make decisions quickly; in addition, they offer contexts in which teachers can use their professional knowledge to identify and interpret events, take decisions of action and be more aware of the phenomena that occur in the classroom, as well as to put theoretical ideas into practice, for example, of the didactics of mathematics and subsequently integrate them into the teaching and learning processes in real application contexts ([xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares, 2016[/xref]).[/p]
[p]In the present research, a video segment was used as an artifact of practice. The video segment presents the teaching carried out by a secondary school teacher on a contextualized task linked to the mathematical concept of relationship. In particular, the use of video segments that present educational practices allow, based on their analysis, to recognize the complexity of the phenomena that occur during the teaching and learning processes. In addition, its use promotes the ability to identify key aspects of the observed situation and triggers in the observing individual (i.e., student), theoretical references that improve the integration of theoretical and practical knowledge. The use of video also offers the possibility of observing events as many times as desired, which allows identifying situations in the classroom that generally go unnoticed by the teachers themselves ([xref  ref-type="bibr" rid="r8"]Climent, et al., 2013[/xref]).[/p]
[/subsec][/sec][sec sec-type="methods"][sectitle]Methodology[/sectitle]
[p]The research is qualitative and is developed from the interpretive paradigm, constituting itself as a descriptive study. The aim is to understand, interpret and describe the aspects related to mathematical content knowledge and the didactic knowledge of mathematical content, as identified by a group of mathematics teachers in service when analyzing a teaching situation on the concept of relationship. Thus, the problem that arises is practical and, therefore, the investigation must exclusively start from a profound description ([xref  ref-type="bibr" rid="r1"]Abreu, 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r17"]Jiménez, 1998[/xref]). This paradigm is characterized by not being pretentious in generalizing the information, its purpose is to explain the various meanings and facts, observing the behavior of the study subjects; in this way, the behaviors that respond to the research objectives can be described ([xref  ref-type="bibr" rid="r13"]González-Monteagudo, 2001[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r23"]Ricoy-Lorenzo, 2006[/xref]).[/p]
[p]Qualitative research follows an inductive process, where it is necessary to explore and describe the phenomenon under study, from the particular to the general. This process is enhanced as the research advances, where the objective is not to test a hypothesis, but to present the results of the data obtained [xref ref-type="bibr" rid="r14"](Hernández, Fernández y Baptista, 2014[/xref]). [xref  ref-type="bibr" rid="r23"]Ricoy-Lorenzo (2006[/xref]) describes the qualitative approach as a “phenomenologism (understanding), interested in understanding human behavior from the actual frame of reference from which it acts ..., not generalizable, it remains in the study of isolated cases” (p. 13). Within this order of ideas, it is noted that, among information collection methods, in the realm of qualitative approach, the researcher plays an important role, being an active entity that observes the processes without altering the results, it is an external look at the opinion of the subjects involved.[/p]
[p]Particularly, the research problem is approached from case studies. These are pertinent and are adapted to the study of educational reality, based on the analysis of the complexity of a singular case (i.e., a student, a teacher, or a program) to understand their activity in different circumstances ([xref  ref-type="bibr" rid="r29"]Stake, 1998[/xref]).[/p]
[p]In particular, the research carried out corresponds to an instrumental case study, since “it aims to shed light on some questions or the refinement of a theory. The case (was) selected as typical of other cases (and its) choice…is made to advance the understanding of what interests us” ([xref  ref-type="bibr" rid="r4"]Buendía, Colás y Fuensanta, 1998[/xref], p. 257).[/p]
[p]With the analysis of the narratives elaborated by the participating teachers- the cases-information is provided that characterizes the teaching reflection competence, based on the delimitation of the manifestations of knowledge, according to the MTSK model.[/p]
[subsec][sectitle]Participants[/sectitle]
[p]The selection of the teaching staff participating in the study obeys the following conditions: (1) interest and availability to participate in the research, (2) to work in a public or private institution of Secondary Education, (3) to work in a public institution with appointment in a fixed position or with an annual employment contract, (4) have at least five years of professional experience and (5) have taught the content of functions. These conditions are an adaptation of the proposal by [xref  ref-type="bibr" rid="r24"]Rojas, Carrillo y Flores (2012[/xref]), for the selection of an expert mathematics teacher. In total, seven teachers who meet these requirements participated, which are identified as P1, P2, P3, P4, P5, P6 and P7.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Information Gathering[/sectitle]
[p]The information was collected individually. Each participating teacher received a link to access a virtual site that hosted a video segment and the information collection instrument.[/p]
[p]The video segment, approximately six minutes long, shows a teacher introducing the concept of relationship by solving an authentic task. Participants could watch the video as many times as necessary and manipulate it (pause, rewind, forward) according to the reflection process.[/p]
[p]For its part, the instrument corresponded to a narrative guide. Narrative guides are accounts of a story, where each subject describes what he/she considers important from what is observed; the main function of the narrative is to create, in sequential manner, a relation between the memory and the reflection of a specific topic ([xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Ivars, Fernández y Llinares, 2016[/xref]). In this case, the narrative guide detailed the indications to analyze the performance of the observed teacher and register personal considerations (ideas, thoughts, points of view), knowledge acquired in their training or expertise, among others. This consisted of two columns: one for the record of the exact time in which the participant observed some aspect considered important for reflection, and another for the description of this aspect.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Analysis of the Information[/sectitle]
[p]One of the theoretical references of the study is the MTSK model, which proposes a system of categories and subcategories to analyze and characterize the specialized knowledge of mathematics teacher. Said categories and subcategories were adapted to the research topic and coded in units of analysis with which the obtained data were classified, for their subsequent interpretation.[/p]
[p]Regarding mathematical content knowledge, the following subdomains were considered:[/p]
· [list listtype="bullet"][p]Knowledge of Topics. It is described from five categories: knowledge about meaning and modes of use, knowledge of properties, knowledge of representations, knowledge of definitions, and procedural knowledge.[/p]
· [p]Structure of Mathematics. It is described from three categories: enhancer link, cross link, and instrumental link.[/p]
· [p]Practices in Mathematics. It is described from two categories: mathematical generality and mathematical particularity.[/p][/list]
[p]In relation to the didactic knowledge of mathematical content, we consider the following subdomains:[/p]
· [list listtype="bullet"][p]Teaching of Mathematics. It is described from three categories: teaching methodologies, aids for teaching and teaching tasks.[/p]
· [p]Learning of Mathematics. It is described from four categories: forms of learning, strengths and limitations, student interaction with mathematical content, and student conceptions of mathematics.[/p]
· [p]Mathematics Learning Standards. It is described from two categories: knowledge of the mathematical contents that are required to be taught and sequences of the topics.[/p][/list]
[p]The object of analysis corresponds to each of the reflections that teachers make in their narratives. In this way, for the present research four phases were proposed to organize the analysis of data. The four phases are based on the proposal of [xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Caraballo (2014[/xref]):[/p]
[p](1) Collection, in this phase the field work is carried out with the different instruments; for the present study, it consisted of completing the narrative guide, based on what was observed in the class segment. (2) Organization, in this phase the data collected in the narrative guides are transcribed, the units of analysis are categorized and each one of them is described. (3) Processing, in this phase the content of each unit of analysis is analyzed, and the presentation they are going to have is decided. (4) Interpretation, in this phase the patterns within the collected data are identified and findings described.[/p]
[p]Once the statements produced by the teaching staff have been categorized, a content analysis is carried out. [xref  ref-type="bibr" rid="r3"]Bardin (2002[/xref]) states that in qualitative content analysis small text fragments are studied, wherein the study that is carried out is no longer solely descriptive, but must be taken conscientiously, attempting to apply inference to each obtained data point.[/p]
[/subsec][/sec][sec sec-type="results"][sectitle]Results[/sectitle]
[p]From the perspective adopted for the present study, the analysis carried out is based on the proposals on teacher reflection ([xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares, 2016[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r21"]Mason, 2002[/xref]) and the MTSK model ([xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al., 2014[/xref]). Hence, based on their teaching experience, the participating teachers identify relevant aspects of a teaching and learning situation in mathematics, which they then interpret to issue affirmations and suggestions-registered in the narratives-to contribute in advancing the performance of the observed teacher. These records provided the information that was analyzed from the context of MTSK categories.[/p]
[p]Rooted on what has been presented, the results of the analysis are organized into two sections corresponding to the domains of MTSK knowledge: mathematical content and didactic content. Each of these sections highlights the findings on the subdomains that make up each domain of knowledge.[/p]
[subsec][sectitle]Mastery of Mathematical Content Knowledge[/sectitle]
[p]The information disclosed in the narratives prepared by the participating teachers, which points to the recognition of a mathematical content from the mathematical perspective as a scientific discipline, highlights evidence mainly associated with the knowledge of topics manifested by six participants. As indicated in [xref  ref-type="table" rid="t1"]Table 1[/xref], the manifestations associated with knowledge of the structure of mathematics and knowledge of practices in mathematics are identified to a lesser extent.[/p]
[p]Next, the main evidence associated with each of the categories defined within the subdomain of mathematical content knowledge are described below. For each of these, textual examples are included with the contributions given by the teachers who participated in the study. These examples are taken from the narratives developed by this group of participants and were presented in a digital format.[/p]
[p]Knowledge of Topics (KOT)[/p]
[p]The results obtained regarding mathematical content knowledge in a well-founded way show that participating teachers highlight aspects related to the categories considered, with the exception of the category on properties. Significant differences were found in the frequency with which the participants made comments linked to knowledge of topics (KOT). Next, the results obtained according to the subcategories considered for KOT are presented.[/p]
[p]Knowledge about Meaning and Modes of Use[/p]
[p]From the analyzed narratives, the participating teachers P2, P3, P4 and P5 identify aspects that can be linked to phenomena associated with the topic (situations), or participants highlight different ways of utilizing and applying the mathematical concept (contexts). In relation to above, two participants highlight the use of the situation in which the problem is immersed. Following are some phrases taken from the narratives[/p]
[p]that exemplify the ideas raised above.[/p]
[quote]Participant P4: “The problem is well contextualized and timely because it derives from everyday life.”[/quote]
[tabwrap id="t1"][label]Table 1[/label]. [caption]Classification of the manifestations provided by the participating teachers according to the subdomains of Mathematical Content Knowledge of MTSK[/caption]
	[table][tbody][tr][td align="center"]Subdomain[/td]
	[td align="center"]P1[/td]
	[td align="center"]P2[/td]
	[td align="center"]P3[/td]
	[td align="center"]P4[/td]
	[td align="center"]P5[/td]
	[td align="center"]P6[/td]
	[td align="center"]P7[/td]
	[td align="center"]Total[/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Knowledge of Topics (KOT)[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]3[/td]
	[td align="center"]3[/td]
	[td align="center"]4[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]12[/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Structure of Mathematics (KSM)[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]5[/td][/tr]

	[tr][td align="center"] Practices in Mathematics (KPM) 1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]6[/td]
	[td align="center"] [/td][/tr][/tbody][/table]


[fntable id="TFN1"]Note. P=Participating teacher.[/fntable][/tabwrap]
[quote]Participant P5: “The topic of the problem is very good for introducing the basic elements of functions, terms and concepts.”[/quote]
[p]Also, it should be considered that the identification of situations and contexts is carried out implicitly by those who have participated in the study, since they do not mention a specific situation or context of the topic.[/p]
[p]Knowledge of Properties[/p]
[p]For this category, none of the participating teachers emphasize in their narrative any aspect of the mathematical argumentation of the attributes or qualities of a concept or procedure linked to the topic.[/p]
[p]Knowledge of Representations[/p]
[p]Regarding the ways of presenting a mathematical concept on the topic, four of the teachers refer to the different systems of representation. In particular, they suggest the use of diverse systems of representation. For example, P4 refers to the use of the iconic representation system, while P1 and P3 suggest the use of the tabular representation system.[/p]
[quote]Participant P4: “The terms dependent and independent variable, it seems to me that they can be better illustrated with Venn diagrams where everyday situations are shown.”

Participant P1: “I would present the exercise in a table that allows analyzing the behavior of the function.”

Participant P3: “You can work with a table indicating the additional kilometers and their cost, without saying the word depends.”[/quote]
[p]Finally, it is convenient to note that P5 recognizes in the treated topics (relationship, dependence) the potential they have to promote representations, this by stating “here is a great opportunity to promote the process of representation” when referring to one of the mathematical processes proposed in the mathematics curriculum for Secondary Education in Costa Rica.[/p]
[p]Knowledge of Definitions[/p]
[p]This analysis did not identify aspects in which participants emphasize a mathematical concept, based on the set of propositions that define it in a precise and unique way, but rather they use the mathematical term-to which the concept refers-to mention some aspect of the analyzed situation.[/p]
[p]Procedural Knowledge[/p]
[p]In relation to this category, only two participants refer to the use of traditional or alternative algorithms to solve the task shown in the recording. Specifically, P4 identifies an alternative procedure to solve one of the items of the task proposed by the observed teacher; this procedure consisted of subtracting from an available amount of money the fixed cost per kilometer and dividing the result by the cost of each additional kilometer, that is, the student indirectly solves an equation by transposition of terms.[/p]
[p]The participating teacher P5 identifies the use of mental calculation, by the observed teacher, when reviewing the answer to one of the sections of the task and, in addition, considers its use relevant; P5 also identifies the alternative “trial and error” procedure used by a student to solve the task and highlights that the observed teacher does not take advantage of this particularity.[/p]
[quote]Participant P4:  “It is very important to give Luis Carlos (a student of the group) the opportunity to explain another way to solve the problem.”

Participant P5:  “I think it is very important for the (the teacher) to employ mental calculation.”

“(the teacher) did not indicate whether this procedure is correct or not.”[/quote]
[p]Structure of Mathematics (KSM)[/p]
[p]The manifestations about the relationships between different mathematical concepts that are addressed at the same educational level or at others are found within subdomains with scarce reference; only four participants emphasize any of its components in their narratives. In particular, enhancer and instrumental links are highlighted. The former shows the relationships between concepts to favor their teaching, and the latter promotes the development of other concepts. There is no evidence of cross link in the analyzed narratives.[/p]
[p]For example, regarding the enhancer link, P3 and P4 highlight the concept of variable as an element for addressing the association criterion; for its part, P1 refers to the concept of function based on the concept of relationship dealt with. Furthermore, P4 and P5 identify the concept of equation as an instrument that favors the development of the concept of relationship.[/p]
[quote]Participant P4:  “The definition of the meaning of variable x, I feel that it should have been done before, I consider that it should have occurred in the construction of the association criterion.”

“In the exercise, once the amount of 8000 colones (Costa Rican currency) has been obtained, and after the students have written the association criteria, I consider that the student should be given a space to formulate the equality ...”

Participant P5:  “I think it’s very good since it uses skills that students already possess, that is, solving equations which is fundamental in mathematics.”[/quote]
[p]These contributions show a close link with the experience that these participating teachers have had in the process of teaching mathematics, throughout their professional careers.[/p]
[p]Practices in Mathematics (KPM)[/p]
[p]In relation to the identification of reasonings that justify proceeding in mathematics as a scientific discipline, little evidence was found in this regard. In particular, only two narratives allude to knowledge related to mathematical generality and three narratives to mathematical particularity. From a general framework, only four of the participating teachers make statements about this knowledge. The results obtained for each of the subcategories considered are shown below.[/p]
[p]Mathematical generality[/p]
[p]With respect to the aspects related to the general logical structures of mathematical thought, only two participants made comments in this regard: P1 identifies that the observed teacher makes generalizations based on the inputs presented by the students; P6 alludes to a reasoning linked to the way of proceeding in mathematics, associated with the different ways of solving the same exercise.[/p]
[quote]Participant P6: “I consider that motivating and eaching that mathematics has different solution methods is very important.”[/quote]
[p]Mathematical peculiarity[/p]
[p]For this indicator, P4, P5 and P6 refer to specific logical structures of thought to address the issue. In general, they indicate reasonings that justify how it is proceeded in mathematics-for the concept of relationship-in which models, criteria or formulas that associate variables are designed. For example, P5 highlights the importance of constructing the model (the formula) and the degree of effectiveness of a procedure based on “trial and error”.[/p]
[quote]Participant P5:  “The formula, which corresponds to the criterion, is correct in this case, it is very important for this topic.”

“It is not effective since it could take a long time to reach the expected answer.”[/quote]
[p]On the other hand, P6 coincides with what was indicated by P5, when identifying that a group of students solves the task “by trying and making approximations, until discovering the amount”; the participant adds “as a teacher (P6) I would have said that this way is correct, but it is a bit long and mathematically impractical.”[/p]
[p]Due to the above, these participants agree on a specific way of proceeding with the topic, by establishing a formula that relates the variables, leading to a better understanding of the situation and the establishment of conclusions about it.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Mastery of didactic knowledge of mathematical content[/sectitle]
[p]The subdomains associated with mathematical content knowledge, as an object to be taught and learned, based on es tablished learning standards, acquire significant importance in the present study. [xref ref-type="table" rid="t2"]Table 2[/xref] emphasizes that the subdomain teaching of mathematics is present in all narratives and the demonstrations of its components are significant in most of them. This subdomain is followed by learning of mathematics, the evidence of its presence in the narratives is remarkable.[/p]
[p]The results that are linked to the categories defined within the didactic knowledge subdomain of mathematical content are presented below. As in the domain of mathematical content knowledge, these are exemplified with textual extracts taken from the narratives elaborated by the participating teachers.[/p]
[p]Teaching of mathematics[/p]
[p]Regarding the knowledge of strategies for teaching the concept of relationship, of aids as supports for the teaching of the concept of relationships, and of school mathematics tasks as learning opportunities, the analysis carried out accentuates two categories: 1. Teaching methodologies 2. Aids for teaching. It is to be noted that for this subdomain, expressions were identified that evidence its presence in all the narratives.[/p]
[p]Teaching methodologies[/p]
[p]The indicators of knowledge that mostly emerge in six of the narratives elaborated by the participating teachers are those relative to teaching methodologies in mathematics. For example, P2, P4, P5 and P6 refer to the strategy used by the observed teacher to solve the proposed task and how[/p]
[tabwrap id="t2"][label]Table 2[/label]. [caption]Classification of the manifestations of the participating teachers according to the subdomain of the didactic knowledge of mathematical content of the MTSK[/caption]
	[table][tbody][tr][td align="center"]Subdomain[/td]
	[td align="center"]P1[/td]
	[td align="center"]P2[/td]
	[td align="center"]P3[/td]
	[td align="center"]P4[/td]
	[td align="center"]P5[/td]
	[td align="center"]P6[/td]
	[td align="center"]P7[/td]
	[td align="center"]Total[/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Teaching of mathematics[/td]
	[td align="center"]7[/td]
	[td align="center"]6[/td]
	[td align="center"]6[/td]
	[td align="center"]12[/td]
	[td align="center"]6[/td]
	[td align="center"]3[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]41[/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Learning of mathematics[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]7[/td]
	[td align="center"]3[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]15[/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Mathematics learning standards[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]3[/td][/tr][/tbody][/table]


[fntable id="TFN2"]Note. P=Participating teacher.[/fntable][/tabwrap]
[p]this can influence student participation during the teaching process. Some of their comments are shown below.[/p]
[quote]Participant P2: “The teacher presents the exercise as an equation on the board, but does not stimulate its resolution by the students, mentioning a quick and “recipe-style” solution, leaving aside the formal process of solving equations.”

Participant P4: “The teacher makes deductions that in my opinion, could, instead of him making them, guide the student to discover them himself.”

Participant P5: “When giving the floor to the student Luis Carlos, I suppose that he did not want to approach the board, the teacher allows him to provide an explanation from his seat, which I think is very positive, since it encourages participation despite the fact that the young man did not want to pass to the front.”

Participant P6: “The teacher is putting together a general formula for the posed problem and tells the students that 600 is multiplied by the variable, without allowing them to deduce it.”[/quote]
[p]On the other hand, problem solving is identified as a teaching theory linked to mathematics education, supported by strategies such as collaborative work and directed questioning.[/p]
[quote]Participant P5:  “In general, it is very important to work on the topic with the resolution of a situation: a mathematical problem.”

Participant P3:
“It was worked in groups so there is collaborative work among students
...which contributes to the formation of a social subject, capable of transcending individualism, ...” “Teamwork among members was demonstrated, since several provided opinions of what they did as a group.”[/quote]
[p]Finally, some of the participants highlight those strategies used by the observed teacher to formalize the concept of relationship, based on the contributions made by the students, and the integration that is made at the end of the lesson of the knowledge developed.[/p]
[p]Aids for teaching[/p]
[p]The references that participating teachers make about the use of resources or materials for teaching have an important presence in the narratives. The entire group of participants mentions aspects belonging to this category.[/p]
[p]Initially, the board is recognized as the available resource (aid) for the observed teacher to develop the lesson. In relation to this idea, the majority of participants point out the efficiency of the resource emphasizing the “correct” use of it, in such a way that the instruction process is favored. In addition, it is suggested the use of other resources such as markers of different colors and paper materials that enrich the teaching of the content and, especially, the resolution of the presented task.[/p]
[p]As examples of what has been described, P1, P3 and P6 recognize the board as an aid for teaching; they refer to the efficiency of this aid, indicating the contribution of its use and its effectiveness when they suggest an improvement based on the utilization of other resources to accentuate their contribution.[/p]
[quote]Participant P3:  “...colors should be used (on the board), to stimulate visualization, at least two colors.”[/quote]
[p]For their part, the contributions made by P2, P3, P4, P5 and P7 highlight the way in which the observed teacher uses the board as a resource; particularly, they point to the order and the posture of the observed teacher in relation to the resource and the group of students.[/p]
[quote]Participant P4:  “The data from the other groups that remain on the board, by not being taken into account, function more as distractors than as inputs to the explanation.”

Participant P7:  “The board is very messy and I think that is not favorable.”[/quote]
[p]Tasks for teaching[/p]
[p]Regarding the cognitive demands that the observed teacher proposes to the students about the concept of relationship, manifestations of this knowledge have been recognized in three narratives. Additionally, within the teaching of mathematics subdomain, this category is the one in which the least evidence is identified. Particularly, participating teachers refer to two aspects of the task. First, P2 and P4 emphasize the relevance and function of the task within the student’s learning process.[/p]
[quote]Participant P2:  “For the next lesson the teacher should return to the same example, to explain the concept of dependent and independent variables, in addition to generating, together with the students, other examples, where they mention and identify the dependent and independent variables.”

Participant P4:  “The problem posed seems appropriate to introduce the subject.”[/quote]
[p]Second, P3 and P4 focused their attention on the task from the phenomenon that gives it meaning. In this way, they highlight the situation posed in the problem, which brings the task closer to a part of the reality of the students.[/p]
[quote]Participant P3:  “The situation of the problem is very good to introduce the topic.”
Participant P4:
“The problem is well contextualized...”[/quote]
[p]Learning of mathematics[/p]
[p]Knowledge about the particularities of learning the concept of relationship is manifested in six analyzed narratives, but with a lower intensity compared to the teaching of mathematics subdomain. Of the categories considered in this subdomain, interaction of students with the mathematical content predominates, followed by forms of learning and strengths and limitations.[/p]
[p]Interaction of students with the mathematical content[/p]
[p]This knowledge, which describes the ways in which students manipulate mathematical content, has been recognized in the diversity of procedures and strategies used by students to solve the task (P1, P5, P6 and P7), and in the arguments and explanations that are proposed as necessary for students to communicate their productions (P4).[/p]
[quote]Participant P6: “Some students developed it by testing and making approximations, until they discovered the amount.”

Participant P4: “It is very important to give Luis Carlos (a student of the group) the opportunity to explain another way to solve what has been proposed.”[/quote]
[p]Forms of learning[/p]
[p]Regarding the knowledge about the forms by which students learn mathematics, P3 and P4 highlight particular styles and strategies with which students appropriate and understand the studied mathematical concept: relation. For example, the following two participating teachers highlight the incidence of the presentation of images and the availability of time for the students to execute the resolution of the task.[/p]
[quote]Participant P3: “This suggestion (use of a table) is given because it is more visual (for the student), and the result is different from being only auditory.”

Participant P4: “The student can be given more time to review (mentally and quickly) the knowledge he gained by solving (the task).”[/quote]
[p]Also, it is prominent the incidence of an adequate guide by the observed teacher, when the task is solved, in the student’s learning process (P4).[/p]
[quote]Participant P4: “… the construction of the association criterion must be contrived jointly, teacher and student.”[/quote]
[p]Strengths and limitations[/p]
[p]Three participating teachers refer to the potentialities or obstacles that arise during learning. Regarding the potentialities, conceived as strengths for learning, P5 underlines the use of forms of representation.[/p]
[quote]Participant P5:  “Here (during the revision of the resolutions of the task) is a great opportunity to encourage the process of representation.”[/quote]
[p]The obstacles recognized in the narratives of P4 and P6 describe the difficulty that certain procedures have in the topic addressed and the lost opportunity that the observed teacher makes of the diversity of resolutions of the task that the students show, respectively, as limitations for learning.[/p]
[quote]Participant P4:  “…the formulation of the association criterion… Normally that part is difficult for many (students).”

Participant P6:  “As a teacher, I would have said that this way is correct (this refers to the resolution shown by a student), but it is a bit long and mathematically impractical. Then, I would address the form of the next group or student that came up with the idea of subtracting the initial 605 and dividing.”[/quote]
[p]Finally, the expression of the category on the interests and expectations of the students towards mathematics is practically nil; it was only found in the narrative of P5 a reference to the motivation that the observed teacher can promote during teaching, as an element that affects the students’ conceptions of this subject and its learning.[/p]
[p]Mathematics Learning Standards[/p]
[p]From the analysis carried out, this subdomain shows the least number of manifestations in the narratives elaborated by the participating teachers. Only two narratives have recognized descriptions associated with the conceptual organization for the teaching of mathematics at a specific school level, which in the present case corresponds to the fourth year of secondary education in Costa Rica.[/p]
[p]In particular, the contributions refer to the usefulness of certain concepts for the development of the topics, within the thematic sequence established in the mathematics curriculum. For example, P5 refers to skills and knowledge previously fostered in the students, which are useful when addressing the concept of relationship: “(the observed teacher) uses skills already possessed by students, the solving of equations which is fundamental in mathematics.” In the case of the P3 narrative, the usefulness of the topic under development-the concept of relationship-stands out for addressing later topics: “the topic of the problem is very good for introducing the basic elements of functions, terms and concepts.”[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Other Contributions Derived from the Analysis of the Narratives[/sectitle]
[p]In a complementary way, the analysis has made it possible to identify other ideas that are not directly framed in the subdomains of the MTSK model, since they lack the principles that define the categories that compose them. Some of these ideas are based on general theories of teaching and learning, closer to pedagogy than to the didactics of mathematics. Other ideas point to certain mathematical concepts without referring in a broad and well-founded way to their definition, omitting the propositions that define them and characterize them in a unique and precise way.[/p]
[p]For example, P4 indicates the concept of variable; however, his narrative lacks a precise definition of this concept. Similarly, P6 mentions the concept of a dependent variable, P5 expresses the concept of an equation, and P2 refers to the concept of a function. In all cases, there is no clear and precise presentation of propositions that mathematically support that knowledge.[/p]
[quote]Participant P4: “The definition of the meaning of variable x, I feel it should have been done earlier.”

Participant P6: “(The teacher) points out on the board that C depends on x, a short sentence but it provides a clear idea of the topic they are initiating.”

Participant P5: “The teacher equates 8000 with the criteria.”

Participant P2: “The teacher must take advantage of the context of the topic, so that students initiate with the concept of function ...”[/quote]
[p]On the other hand, P3, P5 and P6 highlight the strategies and methodology used by the observed teacher from a general framework of pedagogy. Participating teacher P7 highlights aspects of the writing of the task, distant from elements such as the purpose, complexity, contextualization, and limitations for its resolution.[/p]
[p]In another extent, P2 and P5 focus on the influence that certain elements of the environment (inside and outside of the classroom) exert on student learning.[/p]
[quote]Participant P2: “The ambient sound around the classroom can be distracting.”

Participant P5: “The teacher must promote silence as respect for the participating student, in addition to generating the ideal atmosphere of attention for the whole class.”[/quote]
[p]Finally, it should be noted that in some narratives manifestations about motivational aspects have been identified, which can affect the teaching and learning processes. In detail, P4 highlights that “it is shown that there is trust between the teacher and his students, (the students) do not omit to make a correction on an incorrect data noted by the teacher”, and P5 states “a mark (of approval) that indicates that it (the contribution of students) is correct motivates for future participation.”[/p]
[/subsec][/sec][sec sec-type="conclusions"][sectitle]Conclusions[/sectitle]
[p]The study carried out provides the basis for a series of statements regarding the reflection made by a group of secondary school mathematics teachers in service, when they observe a video recording that shows a teacher in a teaching and learning situation, based on solving a task on the concept of relationship.[/p]
[p]The teachers, who analyzed this teaching situation on the concept of relationship, show a tendency to identify aspects of the mathematical content from a didactic perspective. In particular, they mobilize their knowledge about the teaching and learning of mathematics, typical of the domain of didactic knowledge of mathematical content ([xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo, et al., 2014[/xref]).[/p]
[p]One of the closest references that these teachers have, to reflect on classroom practice, is their experience as teachers. By way of illustration, it stands out the suggestions they make regarding the use of materials or resources, the references about the usefulness of the concept (or concepts) that are addressed in the lesson, the way in which the observed teacher imparts the class, and the relevance of the diversity of strategies or procedures for solving tasks shown by students.[/p]
[p]The teaching reflection carried out by the group of participants is conditioned by the knowledge of the methodological provisions of the mathematics curriculum. For example, when they identify the task that the observed teacher presents to the students to introduce the topic, participants highlight its contextualization and its contribution within the problem-solving methodology, essential components of the Mathematics Study Program [xref ref-type="bibr" rid="r22"](Ministerio de Educación Pública de Costa Rica, 2012[/xref]). Furthermore, the participating teachers point out some ways of making the concept of relationship present. Obviously, this finding responds to the mathematical process of representing, which is also promoted in Costa Rican mathematics education.[/p]
[p]Complementarily, when the participating teachers reflect on a teacher’s teaching practice, they highlight elements of teaching and learning theories from a general pedagogical point of view; they refer to mathematical content, but without a timely description of the propositions that define it in a precise and unique manner; and, finally, they project motivation as an essential component of mathematics teaching and learning.[/p]
[p]Based on the obtained results, it is recommended that teacher reflection be strengthened as a professional competence of mathematics teachers from initial training and throughout their professional life. In agreement with [xref  ref-type="bibr" rid="r19"]Llinares (2013[/xref]), this competence is not innate, it must be developed during the professional training process. It is intended to promote the identification and interpretation of mathematical and didactic particularities of educational practice (one’s own and that of other mathematics teachers), to support decision-making relative to the manner in which mathematical concepts are approached during the teaching and learning process in Secondary Education, and to contribute to the professional growth of those who reflect. To accomplish these achievements, it is suggested to carry out activities, inscribed in spaces for individual and group reflection, that implement the use of video recordings or class observation, the elaboration of narratives, and the use of a theoretical reference of the realm of didactics of mathematics as the foundation of the process of reflection.[/p]
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[doctitle language="es"]Reflexión docente de una situación de enseñanza y aprendizaje sobre el concepto de relación en educación secundaria[/doctitle]
[xmlabstr language="es"][sectitle]Resumen[/sectitle]
[p]Este estudio se enmarca en las investigaciones en didáctica de la matemática sobre la formación de docentes. Particularmente, se enfoca el conocimiento de esta población tomando como referente los planteamientos teóricos del modelo denominado conocimiento especializado del profesor de matemática (MTSK) y de la reflexión docente como competencia profesional. Corresponde a una investigación cualitativa descriptiva, basada en un estudio instrumental de casos, cuyo propósito es describir y analizar las manifestaciones de docentes de matemática de educación secundaria al observar una situación de enseñanza-aprendizaje que muestra a un profesor cuando enseña el concepto de relación. Para esto, se utilizaron las narrativas escritas por siete docentes de matemática de educación secundaria en servicio, las cuales señalan aspectos identificados como relevantes de la situación observada. El análisis de la información se realizó mediante la definición de categorías, subcategorías y unidades de análisis basadas en los componentes del modelo MTSK. Los resultados muestran que las personas docentes participantes acentúan, en las manifestaciones registradas en las narrativas, atributos asociados principalmente al conocimiento didáctico del contenido matemático. La reflexión de este grupo de docentes se caracteriza desde tres aspectos específicos del modelo MTSK: la enseñanza, el aprendizaje y el conocimiento de los temas. Se interpreta que la reflexión se ha visto influenciada por la experiencia profesional de las personas docentes participantes en el estudio.[/p][/xmlabstr]
[kwdgrp language="es"][sectitle]Palabras clave:[/sectitle] [kwd]Conocimiento especializado del profesor de matemáticas[/kwd]; [kwd]reflexión docente[/kwd]; [kwd]relación[/kwd]; [kwd]narrativas[/kwd]; [kwd]educación secundaria.[/kwd][/kwdgrp]
[xmlbody][sec sec-type="intro"][sectitle]Introducción[/sectitle]
[p]Recientemente, diversas investigaciones sobre el conocimiento de la persona docente de matemáticas han puntualizado la importancia de que esta posea un fuerte conocimiento del contenido matemático, complementado con un conocimiento particular para la enseñanza de ese contenido.[/p]
[p]Con especificidad, [xref  ref-type="bibr" rid="r8"]Climent, Romero-Cortés, Carrillo, Muñoz-Catalán y Contreras (2013[/xref]) señalan la existencia de una pluralidad de perspectivas y conceptualizaciones desde las cuales es posible abordar el conocimiento de la persona docente de matemáticas; sus estudios presentan el modelo denominado conocimiento especializado para la enseñanza de las matemáticas (en adelante, MTSK por su siglas en inglés). El MTSK se considera como el “conocimiento especializado ‘ideal’ que requiere un profesor de matemática para la gestión del proceso de enseñanza teniendo como objetivo, entre otros, que sus alumnos entiendan los porqués de las cosas” ([xref  ref-type="bibr" rid="r12"]Galleguillos, Ribeiro y Montes, 2015[/xref], p. 2).[/p]
[p]Pero, ¿cómo se puede identificar este conocimiento en docentes de matemáticas? [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares (2016[/xref]) acentúa que la manera en que la persona docente conoce y utiliza su conocimiento incide en las formas que implementa para mostrar ese conocimiento matemático a sus estudiantes y en la flexibilidad que muestra para atender a sus cuestiones o consultas. Es decir, el análisis del comportamiento del profesorado en la práctica puede dar muestras o indicadores de este conocimiento especializado para enseñar matemáticas. Una manera de analizar este comportamiento es a través de la reflexión docente sobre la práctica educativa. Ahora, como indica [xref ref-type="bibr" rid="r9"]Dolk (1997[/xref]), se consigue beneficiar el desempeño de la profesión cuando se promueve la reflexión sobre diversas experiencias de clase y del origen del comportamiento de la persona docente en la práctica; esto, a partir de la estructura sistemática que provee la reflexión desde las dimensiones cognitiva, emocional, volitiva y conductual, y cuando se potencian el estímulo a la meta-reflexión y al aprendizaje reflexivo entre pares. Este beneficio puede atribuirse al conocimiento y desempeño de quien reflexiona; es decir, de docentes que reflexionan sobre su propia práctica o de quienes reflexionan sobre la práctica de otras personas docentes. De esto, destacamos la reflexión que puede hacerse de ciertas experiencias de clase a partir de la dimensión cognitiva (del conocimiento profesional del profesor de matemática), orientada al análisis reflexivo entre pares.[/p]
[p]En el caso particular de este artículo, se considera como experiencia de clase a una lección en la que un profesor de matemáticas presenta una tarea -en adelante, el profesor observado-, para introducir el concepto de relación matemática, a un grupo de estudiantes de educación secundaria. Se desea enfatizar en los aspectos que son relevantes para un grupo de profesores y profesoras de matemáticas que reflexionan sobre el desempeño del profesor observado. En este contexto nos cuestionamos:[/p]
[p]¿qué aspectos destaca un grupo de docentes de matemáticas cuando observa la grabación de una lección de matemáticas?, ¿qué aspectos enfatiza este grupo de docentes cuando reflexiona sobre el desempeño del profesor observado que enseña matemáticas? Tomando como punto de partida la experiencia docente de quienes participan en el estudio, nos interesa reconocer aquellos aspectos vinculados con el conocimiento del contenido matemático y con el conocimiento didáctico del contenido que resaltan estas personas docentes al mirar una situación de enseñanza sobre el concepto de relación.[/p]
[p]El propósito de este artículo es mostrar, a partir de un estudio exploratorio, los aspectos matemáticos y didácticos del desempeño docente que identifica un grupo de profesores y profesoras de matemáticas al mirar un segmento de la grabación de una clase, en la que se muestra a un profesor de esta asignatura introduciendo el concepto de relación mediante la resolución de una tarea auténtica.[/p]
[/sec][sec][sectitle]Marco teórico[/sectitle]
[p]Los referentes teóricos de esta investigación se fundamentan en las propuestas sobre el modelo del conocimiento denominado  conocimiento  especializado  del profesor de matemáticas y la reflexión docente. Ambas nociones se entrelazan para ofrecer un marco de referencia para analizar situaciones de enseñanza y aprendizaje de la matemática.[/p]
[subsec][sectitle]Conocimiento especializado de la persona docente de matemática[/sectitle]
[p]En el campo de la educación, se concibe el conocimiento del profesorado como aquellos saberes y experiencias que utiliza con el propósito de producir aprendizaje y crecimiento en el estudiantado ([xref  ref-type="bibr" rid="r7"]Climent, 2002[/xref]). En este sentido, la forma en que la persona docente conoce y usa el conocimiento que posee repercute en cómo enseña los contenidos al alumnado, cómo responde a sus preguntas y cómo les ayuda a relacionar las ideas matemáticas entre sí ([xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares, 2016[/xref]).[/p]
[p][xref  ref-type="bibr" rid="r27"]Shulman (1986[/xref], [xref ref-type="bibr" rid="r28"]1987[/xref]) destaca la necesidad de que el profesorado posea tanto un conocimiento del contenido que enseña, así como un conocimiento que lo capacite para enseñar ese contenido. El primero dota al profesorado de herramientas para conocer de forma precisa las definiciones, además le permite justificar proposiciones y conocer aplicaciones del contenido en otras disciplinas; mientras que el segundo le permite seleccionar la manera más adecuada de presentar los contenidos al estudiantado, considerando sus habilidades y limitaciones, así como la diversidad de intereses de este.[/p]
[p]En el presente estudio, se aborda el conocimiento del profesorado de matemáticas a partir del modelo MTSK propuesto por [xref  ref-type="bibr" rid="r11"]Carrillo, Contreras, Climent, Escudero-Ávila, Flores-Medrano y Montes (2014[/xref]). El MTSK es una propuesta teórica que modela el conocimiento núcleo del conocimiento profesional del profesorado de matemáticas y además es una herramienta metodológica que permite analizar la práctica docente a través de sus distintas categorías. Este modelo del conocimiento mantiene la separación propuesta por [xref  ref-type="bibr" rid="r27"]Shulman (1986[/xref]) en dos dominios de conocimiento: el conocimiento del contenido y el conocimiento didáctico del contenido, particularizado a las matemáticas. Se destaca porque considera la especialización del profesorado en cada uno de los subdominios del conocimiento, debido a esto, concibe el carácter especializado como la intersección de conocimientos matemáticos y didácticos específicos para el profesorado de matemáticas. En este sentido, se entiende por especializado “cualquier conocimiento de índole matemático que el profesor pudiera requerir en su labor profesional” (Escudero et al., 2015, p. 57). Además, se distingue de otros modelos de conocimiento del profesorado de matemáticas porque propone un sistema de categorías y subcategorías para cada uno de estos dominios de conocimiento, lo cual lo hace útil como modelo analítico para interpretar y caracterizar el conocimiento especializado del profesorado de matemáticas. El MTSK también propone el subdominio sobre las creencias y concepciones hacia las matemáticas.[/p]
[p]A continuación, se detalla la caracterización del MTSK, enfocando los subdominios del conocimiento matemático y del conocimiento pedagógico del contenido. Respecto al subdominio de las creencias y concepciones sobre las matemáticas, este no ha sido considerado para la presente investigación.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Conocimiento matemático[/sectitle]
[p]El conocimiento matemático (MK, por sus siglas en inglés) se define como “el conocimiento que tiene el profesor de las matemáticas como disciplina científica en un contexto escolar” ([xref  ref-type="bibr" rid="r10"]Escudero et al., 2015[/xref], p. 71). Diversos modelos de conocimiento convergen en señalar que existe una diferencia entre la forma de conocer el contenido matemático por parte de la persona docente y la de otros usuarios de la disciplina como, por ejemplo, un ingeniero [xref  ref-type="bibr" rid="r11"](Flores-Medrano, Escudero-Ávila, Aguilar, Carrillo, 2014[/xref]). Su importancia se debe a que el profesorado con un fuerte conocimiento matemático tiene mayores herramientas para lograr que sus estudiantes comprendan significativamente el contenido y, además, demuestra un conocimiento profundo de las matemáticas cuando brinda distintos puntos de vista sobre el tema.[/p]
[p]En el MTSK se consideran tres subdominios: el conocimiento de los temas (KOT, por sus siglas en inglés), el conocimiento de la estructura matemática (KSM, por sus siglas en inglés) y el conocimiento de la práctica matemática (KPM, por sus siglas en inglés).[/p]
[p]Respecto al KOT, se parte de la premisa que el profesorado debe conocer el contenido matemático que enseña a sus estudiantes. Considera el qué y cómo el profesorado de matemáticas conoce el contenido que va a enseñar y refiere al conocimiento del contenido matemático y sus significados de manera fundamentada. Se compone del contenido que aprenderá el estudiantado con un nivel de profundización mayor. Se entiende, por temas, los contenidos provenientes de los bloques de conocimiento tradicionalmente considerados en las matemáticas escolares. En el caso del currículo costarricense: números, relaciones y álgebra, geometría, medidas y estadística y probabilidad.[/p]
[p]Se consideran cinco aspectos que caracterizan este conocimiento: fenomenología, propiedades y sus fundamentos, registros de representación, definiciones y procedimientos. La fenomenología es el conocimiento del profesorado sobre situaciones asociadas al tema, así como de sus usos y aplicaciones. El conocimiento sobre propiedades y sus fundamentos refiere al conocimiento sobre la argumentación matemática de los atributos o cualidades de un concepto o procedimiento. Los registros de representación corresponden al conocimiento sobre las distintas formas en que se puede hacer presente un concepto, incluyendo la notación y el lenguaje matemático vinculado a dichas representaciones. El conocimiento sobre definiciones refiere al conjunto de propiedades que definen un objeto matemático, considera también las formas alternativas que utilice el profesorado para definirlo. Por último, el conocimiento sobre procedimientos considera el conocimiento de algoritmos tradicionales y alternativos, las condiciones necesarias y suficientes y los argumentos de índole matemático que permiten su uso, así como las peculiaridades del objeto matemático que resulta al aplicar el procedimiento.[/p]
[p]El KSM es el conocimiento de las relaciones entre distintos contenidos de un mismo nivel o de diferentes niveles educativos. Enfatiza exclusivamente las conexiones entre temas matemáticos. Se proponen cuatro categorías de conexiones matemáticas. Las conexiones de complejización son el conocimiento sobre las formas en que se relacionan los contenidos enseñados con contenidos posteriores, mientras que las conexiones de simplificación son el conocimiento sobre la forma en que se relacionan los contenidos enseñados con contenidos anteriores. Las conexiones de contenidos transversales se refieren a una cualidad común que poseen dos o más contenidos que los relaciona, entre ellos, los modos de pensamientos asociados a dichos contenidos. Por último, las conexiones auxiliares se vinculan al conocimiento sobre el uso de conceptos como herramientas para el desarrollo de otros.[/p]
[p]Respecto al KPM, es el conocimiento sobre las formas de proceder en matemáticas, así como las características del trabajo matemático.[/p]
[p]Se trata de saber cómo se explora y se genera conocimiento en matemáticas, cómo se establecen relaciones, correspondencias y equivalencias, cómo se argumenta, se razona y se generaliza, qué papel tiene el convenio, y qué características tienen algunos de los elementos con los que se hacen matemáticas (como una definición o una demostración. (Flores-Medrano, Escudero-Ávila, Aguilar, [xref  ref-type="bibr" rid="r11"]Carrillo, 2014[/xref], p. 77-78)[/p]
[p]Este subdominio se compone de dos categorías: prácticas ligadas a la matemática en general y prácticas ligadas a una temática en matemáticas. La primera es un tipo de conocimiento usado para trabajar de forma genérica en matemática, independientemente del concepto abordado; mientras que la segunda categoría es un conocimiento sobre formas de proceder en un contenido matemático particular.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Conocimiento didáctico del contenido matemático[/sectitle]
[p]El conocimiento didáctico del contenido matemático (PCK, por sus siglas en inglés), es el conocimiento del profesorado sobre aspectos vinculados con el contenido matemático como objeto de enseñanza y aprendizaje. Se caracteriza por ser un conocimiento propio de la labor docente, por lo que está vinculado directamente con el profesorado. Concibe el contenido matemático desde tres focos: como un contenido a enseñar, como un contenido a aprender y como un componente de los estándares de aprendizaje que se pretenden alcanzar. Estos tres énfasis generan los tres subdominios de este dominio de conocimiento: conocimiento de la enseñanza de la matemática (KMT, por sus siglas en inglés), conocimiento de las características del aprendizaje (KFLM, por sus siglas en inglés) y conocimiento de los estándares de aprendizaje de las matemáticas (KMLS, por sus siglas en inglés). A continuación, se detallan los aspectos que los caracterizan.[/p]
[p]El KMT refiere al conocimiento sobre recursos, materiales y estrategias para presentar el contenido al estudiantado, así como el potencial que estos tienen en los procesos de enseñanza y aprendizaje. También considera el conocimiento acerca de tareas, concebidas como oportunidades de aprendizaje. Este subdominio se compone de tres categorías: (a) teorías personales o institucionalizadas de enseñanza, que corresponde al conocimiento sobre teorías de enseñanza específicas para la enseñanza de las matemáticas; también, considera estrategias de enseñanza provenientes de planteamientos personales del profesorado como el uso de analogías o metáforas, adquiridas a partir de su experiencia profesional; (b) recursos materiales y virtuales asociados al contenido a enseñar, considera el conocimiento de los beneficios y dificultades asociadas a su uso en la enseñanza de un contenido matemático, y (c) actividades, tareas, ejemplos y ayudas, la cual refiere al conocimiento sobre la potencialidad de una tarea, ejemplo o actividad, así como en qué momento y qué tipo de ayuda brindar al estudiantado durante su aprendizaje.[/p]
[p]Respecto al KFLM, corresponde al conocimiento sobre las características de aprendizaje propias del contenido matemático; enfoca el contenido matemático como objeto de aprendizaje, por lo que su interés son las características de aprendizaje provocadas por la interacción del estudiantado con el contenido matemático y no las características del estudiantado en sí mismo. Se compone de cuatro categorías: (1) formas de aprendizaje, (2) fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje, (3) formas de interacción del estudiantado con el contenido matemático y (4) concepciones del estudiantado sobre las matemáticas.[/p]
[p]Las formas de aprendizaje se relacionan con las posibles formas de aprehensión vinculadas a la naturaleza del contenido matemático y consideran el conocimiento de teorías personales o institucionalizadas sobre el desarrollo cognitivo del estudiantado, tanto para las matemáticas en general como para un contenido en particular. Las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje refieren al conocimiento sobre errores y dificultades atribuidas tanto a las matemáticas en general como a un contenido en particular. El conocimiento sobre las formas de interacción del estudiantado con el contenido matemático se asocia al conocimiento sobre procedimientos y estrategias, tanto típicas como no habituales, utilizadas por el estudiantado, así como el lenguaje que emplean al manipular el contenido matemático. Por último, las concepciones del estudiantado sobre las matemáticas destacan las expectativas e intereses de este hacia las matemáticas.[/p]
[p]Los estándares de aprendizaje de las matemáticas corresponden al conocimiento sobre el nivel conceptual que se espera que aprenda el estudiantado en un momento escolar determinado. Este subdominio considera tres categorías: (a) contenidos matemáticos que se requieren enseñar, que es el conocimiento sobre los contenidos matemáticos que se deben enseñar en un grado escolar específico; (b) nivel de desarrollo conceptual y procedimental esperado, que corresponde al conocimiento sobre el grado de detalle con el que se debe impartir un contenido en un determinado momento escolar, y (c) secuenciación de diversos temas, que acentúa el conocimiento sobre lo que el estudiantado debe o puede aprender en un momento escolar determinado o en uno anterior o posterior a este.[/p]
[p]En resumen, el MTSK considera la especialización del conocimiento del profesorado como aquel conocimiento que solo tiene sentido para este y que cobra sentido cuando desarrolla su labor docente.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]La competencia de la reflexión docente[/sectitle]
[p]La reflexión docente se concibe como la competencia profesional que permite la identificación de aspectos matemáticos relevantes en una situación de enseñanza y aprendizaje, interpretarlos desde un referente teórico y aportar cambios para mejorarlos. En este sentido, esta competencia docente se vincula con tres destrezas: (1) identificar eventos sobresalientes que surgen en los procesos de enseñanza y aprendizaje, (2) razonar sobre las interacciones en el aula a partir del conocimiento que se tenga del contexto en que se realiza la enseñanza y (3) conectar sucesos específicos del aula con principios e ideas más generales de los procesos de enseñanza y aprendizaje ([xref  ref-type="bibr" rid="r26"]Sherin, Jacobs y Philipp, 2011[/xref]).[/p]
[p]En la bibliografía pueden encontrarse distintos términos para referirse a la reflexión docente, entre los cuales pueden destacarse “Noticing” ([xref  ref-type="bibr" rid="r21"]Mason, 2002[/xref]), “Mirar profesionalmente” o “Mirar con sentido” ([xref  ref-type="bibr" rid="r18"]Llinares, 2012[/xref], [xref ref-type="bibr" rid="r19"]2013[/xref], [xref ref-type="bibr" rid="r20"]2016[/xref]).[/p]
[p]Esta competencia docente permite al profesorado de matemáticas analizar prácticas educativas de manera profesional, distinguiéndose de quienes no son profesionales en esta área ([xref  ref-type="bibr" rid="r21"]Mason, 2002[/xref]). El carácter profesional se debe al uso del conocimiento para identificar, interpretar y ofrecer opciones de mejora sobre aspectos destacables de una situación vinculada a la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas. En este sentido, [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares (2016[/xref]) afirma:[/p]
[quote]Esta manera de plantear la relación entre las acciones cognitivas de identificar, registrar e interpretar aspectos particulares de las situaciones de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas hace más explícita la necesidad de considerar el papel que desempeñan el conocimiento de matemáticas y el de didáctica de las matemáticas como referencias de la observación y de la interpretación de los hechos identificados y descritos. (p. 218)[/quote]
[p]Debido a lo anterior, la competencia de la reflexión docente es una demostración del uso del conocimiento del contenido matemático y del conocimiento didáctico del contenido de la persona docente (conocimiento especializado) en situaciones de enseñanza, destacándose el vínculo entre el conocimiento profesional y los contextos de su uso ([xref  ref-type="bibr" rid="r2"]Ball, Thames y Phelps, 2008[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r15"]Hill, Ball y Schilling, 2008[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r25"]Sherin, 2001[/xref]; [xref ref-type="bibr" rid="r26"]Sherin, Jacobs y Philipp, 2011[/xref]).[/p]
[p]Otro aspecto que caracteriza la competencia de la reflexión docente es que su desarrollo no se realiza de forma espontánea en el profesorado, sino que es necesario desarrollarla desde la formación inicial, con su inclusión en los programas de formación y a lo largo de la vida profesional ([xref  ref-type="bibr" rid="r19"]Llinares, 2013[/xref]). Para apoyar el desarrollo de la competencia de la reflexión docente, [xref ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares (2016[/xref]) refiere al uso de “productos de la práctica” o “artefactos de la práctica”. Un artefacto de la práctica puede ser un fragmento de video que muestra la interacción entre un grupo de estudiantes y una persona docente cuando resuelven un problema matemático, las producciones del estudiantado, la secuencia de actividades utilizadas por la persona docente para introducir un tema e incluso su planeamiento didáctico.[/p]
[p]Los productos de la práctica se consideran herramientas útiles para el desarrollo de la competencia de la reflexión docente, ya que permiten explorar y analizar los fenómenos que ocurren durante la práctica educativa, sin tener la presión de tomar decisiones rápidamente; además, ofrecen contextos en los cuales el profesorado puede usar su conocimiento profesional para identificar e interpretar sucesos, tomar decisiones de acción y ser más conscientes de los fenómenos que ocurren en el aula, así como para llevar a la práctica ideas teóricas provenientes, por ejemplo, de la didáctica de las matemáticas e integrarlas posteriormente a los procesos de enseñanza y aprendizaje en contextos de aplicación reales ([xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares, 2016[/xref]).[/p]
[p]En esta investigación se utilizó un segmento de video como artefacto de la práctica. Esta muestra la enseñanza que realiza un docente de educación secundaria sobre una tarea contextualizada vinculada al concepto de relación. En particular, el uso de segmentos de video que presentan prácticas educativas permite, a partir de su análisis, reconocer la complejidad de los fenómenos que ocurren durante los procesos de enseñanza y aprendizaje. Además, su uso promueve la habilidad de identificar aspectos claves de la situación observada y activa en el sujeto observador referentes teóricos que mejoran la integración de conocimientos teóricos y prácticos. También, brindan la posibilidad de observar los eventos tantas veces como se desee, lo cual permite identificar situaciones que generalmente pasan inadvertidas por el propio profesorado en el aula ([xref  ref-type="bibr" rid="r8"]Climent, et al., 2013[/xref]).[/p]
[/subsec][/sec][sec sec-type="methods"][sectitle]Metodología[/sectitle]
[p]La investigación es cualitativa y se desarrolla desde el paradigma interpretativo, constituyéndose como un estudio de carácter descriptivo. Se desea comprender, interpretar y describir los aspectos vinculados al conocimiento del contenido matemático y al conocimiento didáctico del contenido, que destaca un grupo de docentes de matemáticas en servicio al analizar una situación de enseñanza sobre el concepto de relación. De esta manera, el problema que se plantea es práctico, por lo cual, la investigación debe exclusivamente partir de una descripción profunda de este ([xref  ref-type="bibr" rid="r1"]Abreu, 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r17"]Jiménez, 1998[/xref]). Este paradigma se caracteriza por no pretender generalizar la información, su finalidad es explicar los diversos significados y hechos, observando el comportamiento de los sujetos de estudio; de esta manera, se pueden describir las conductas que responden a los objetivos de la investigación ([xref  ref-type="bibr" rid="r13"]González-Monteagudo, 2001[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r23"]Ricoy-Lorenzo, 2006[/xref]).[/p]
[p]Las investigaciones cualitativas siguen un proceso inductivo, donde es necesario explorar y describir el fenómeno en estudio, desde lo particular a lo general. Este proceso se pule mediante el avance de la investigación, donde el objetivo no es probar una hipótesis, sino mostrar los resultados de los datos obtenidos [xref ref-type="bibr" rid="r14"](Hernández, Fernández y Baptista, 2014[/xref]). Por su parte, [xref  ref-type="bibr" rid="r23"]Ricoy-Lorenzo (2006[/xref]) describen el enfoque cualitativo como un “fenomenologismo (comprensión), interesado en comprender la conducta humana desde el propio marco de referencia del que actúa …, no generalizable, se queda en estudio de casos aislados” (p. 13). Dentro de este orden de ideas se destaca que, entre los métodos de recolección de la información, en el enfoque cualitativo quien investiga juega un papel importante, al ser un ente activo que observa los procesos sin alterar los resultados es una mirada externa a la opinión de los sujetos involucrados.[/p]
[p]En detalle, el problema de investigación se aborda desde los estudios de caso. Estos son pertinentes y se adecúan al estudio de la realidad educativa, a partir del análisis de la complejidad de un caso singular (una persona estudiante, una persona docente o un programa) para comprender su actividad en distintas circunstancias ([xref  ref-type="bibr" rid="r29"]Stake, 1998[/xref]).[/p]
[p]Particularmente, la investigación desarrollada corresponde a un estudio instrumental de casos, pues “pretende aportar luz sobre algunas cuestiones o el refinamiento de una teoría. El caso (fue) seleccionado como típico de otros casos (y su) elección[/p]
[p]… se realiza para avanzar en la comprensión de aquello que nos interesa” ([xref  ref-type="bibr" rid="r4"]Buendía, Colás y Fuensanta, 1998[/xref], p. 257).[/p]
[p]Con el análisis de las narrativas elaboradas por las personas docentes participantes −los casos− se aporta información que caracteriza la competencia reflexión docente, a partir de la delimitación de las manifestaciones de conocimiento, según el modelo MTSK.[/p]
[subsec][sectitle]Participantes[/sectitle]
[p]La selección de las personas docentes participantes en el estudio obedece a las siguientes condiciones: (1) interés y disponibilidad para participar en la investigación,[/p]
[p](2) trabajar en una institución pública o privada de educación secundaria, (3) laborar en una institución pública con nombramiento en plaza fija o bien con contrato de trabajo anual, (4) contar con al menos cinco años de experiencia profesional y (5) haber enseñado el contenido de funciones. Estas son una adaptación de la propuesta de [xref  ref-type="bibr" rid="r24"]Rojas, Carrillo y Flores (2012[/xref]), para la selección de una persona docente de matemáticas experta. En total participaron siete personas docentes que cumplen tales requerimientos, que son identificadas como P1, P2, P3, P4, P5, P6 y P7.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Recolección de la información[/sectitle]
[p]La información se recolectó de manera individual. Cada docente participante recibió un enlace para acceder a un sitio virtual que alojaba un segmento de video y el instrumento de recolección de información. El segmento de video, de aproximadamente seis minutos de duración, muestra a un profesor introduciendo el concepto de relación mediante la resolución de una tarea auténtica. Las personas participantes podían mirar el video cuantas veces fuera necesario y manipularlo (pausar, retroceder, adelantar) según el proceso de reflexión.[/p]
[p]Por su parte, el instrumento correspondía a una guía narrativa. Las guías narrativas son relatos de una historia, donde cada sujeto describe lo que considera importante de lo observado; la función principal de la narrativa es crear una relación entre el recuerdo y la reflexión de un tema en específico; esto, de una manera secuencial ([xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Ivars, Fernández y Llinares, 2016[/xref]). En este caso, la guía narrativa detallaba las indicaciones para analizar el desempeño del profesor observado y registrar las consideraciones personales (ideas, pensamientos, puntos de vista), conocimientos adquiridos en su formación o experticia, entre otros. Esta se componía de dos columnas: una para el registro del tiempo exacto en que la persona participante observa algún aspecto considerado de importancia para la reflexión, y otra para la descripción de este aspecto.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Análisis de la información[/sectitle]
[p]Uno de los referentes teóricos del estudio es el MTSK, el cual propone un sistema de categorías y subcategorías para analizar y caracterizar el conocimiento especializado de la persona docente de matemáticas. Dichas categorías y subcategorías fueron adaptadas al tema de investigación y codificadas en unidades de análisis con las que se clasificaron los datos obtenidos, para su posterior interpretación.[/p]
[p]Con respecto al conocimiento sobre el contenido matemático se consideraron los siguientes subdominios:[/p]
· [list listtype="bullet"][p]Conocimiento del tema. Se describe a partir de cinco categorías: conocimiento sobre el sentido y modos de uso, conocimiento sobre propiedades, conocimiento sobre representaciones, conocimiento sobre definiciones y conocimiento sobre procedimientos.[/p]
· [p]Estructura matemática. Se describe a partir de tres categorías: enlace potenciador, enlace transversal y enlace instrumental.[/p]
· [p]Práctica matemática. Se describe a partir de dos categorías: generalidad y particularidad matemáticas.[/p][/list]
[p]En relación con el conocimiento didáctico del contenido matemático consideramos los siguientes subdominios:[/p]
· [list listtype="bullet"][p]Enseñanza de la matemática. Se describe a partir de tres categorías: metodologías de enseñanza, medios para la enseñanza y tareas para la enseñanza.[/p]
· [p]Aprendizaje de las matemáticas. Se describe a partir de cuatro categorías: formas de aprendizaje, fortalezas y limitaciones, interacción del estudiantado con el contenido matemático y concepciones del estudiantado sobre las matemáticas.[/p]
· [p]Estándares de aprendizaje de las matemáticas. Se describe a partir de dos categorías: conocimiento de los contenidos matemáticos que se requieren enseñar y secuencias de los temas.[/p][/list]
[p]El objeto de análisis corresponde a cada una de las reflexiones que las personas docentes realizan en sus narrativas. De esta manera, para la investigación se plantearon cuatro fases que organizan el análisis de los datos. Las fases para el análisis se fundamentan en la propuesta de [xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Caraballo (2014[/xref]) y son cuatro: (1) Recolección, en esta fase se realiza el trabajo de campo con los distintos instrumentos; para este estudio consistió en completar la guía narrativa, a partir de lo observado en el segmento de clase. (2) Organización, en esta fase se transcriben los datos recolectados en las guías narrativas, se categorizan las unidades de análisis y se describe cada una de ellas. (3) Procesamiento, en esta fase se analiza el contenido de cada unidad de análisis, y se decide la presentación que van a tener estas. (4) Interpretación, en esta fase se identifican los patrones que tienen los datos recolectados y se describen los hallazgos encontrados.[/p]
[p]De esta forma, ya categorizados los enunciados producidos por el profesorado en servicio, se realiza un análisis de contenido. [xref  ref-type="bibr" rid="r3"]Bardin (2002[/xref]) manifiesta que en el análisis de contenido cualitativo se estudian pequeños fragmentos de texto, donde el estudio que se realiza ya no es únicamente descriptivo, sino que se debe tomar a conciencia, intentando aplicar la inferencia a cada uno de los datos obtenidos.[/p]
[/subsec][/sec][sec sec-type="results"][sectitle]Resultados[/sectitle]
[p]Desde la perspectiva adoptada para el estudio, el análisis realizado toma como bases las propuestas sobre la reflexión docente ([xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Llinares, 2016[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r21"]Mason, 2002[/xref]) y el modelo MTSK ([xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al., 2014[/xref]). De allí que, a partir de su experiencia docente, el profesorado participante identifica aspectos relevantes de una situación de enseñanza y aprendizaje en matemáticas, que luego interpreta para emitir afirmaciones y sugerencias −registradas en las narrativas− que aporten al desempeño del profesor observado. Estos registros proporcionaron la información que fue analizada desde las categorías del MTSK.[/p]
[p]En función de lo planteado, los resultados del análisis se organizan en dos secciones correspondientes a los dominios de conocimiento del MTSK: del contenido matemático y didáctico del contenido. Cada uno de estos apartados destaca los hallazgos sobre los subdominios que componen cada dominio de conocimiento.[/p]
[subsec][sectitle]Dominio del conocimiento del contenido matemático[/sectitle]
[p]La información mostrada en las narrativas elaboradas por las personas docentes participantes, que apunta hacia el reconocimiento de un contenido matemático desde la perspectiva matemática como disciplina científica, resalta evidencias asociadas principalmente al conocimiento del tema que manifiestan seis de estas personas. Como se indica en la [xref ref-type="table" rid="t3"]Tabla 1[/xref], las manifestaciones asociadas al conocimiento sobre estructura y práctica matemática se identifican en menor cantidad.[/p]
[p]A continuación, se describen las principales evidencias asociadas a cada una de las categorías definidas dentro del subdominio de conocimiento del contenido matemático. Para cada una de estas se incluyen ejemplos textuales con los aportes dados por las personas docentes que participaron en el estudio. Estos ejemplos son tomados de las[/p]
[tabwrap id="t3"][label]Tabla 1[/label]. [caption]Clasificación de las manifestaciones de las personas docentes participantes según los subdominios del conocimiento del contenido matemático de MTSK[/caption]
	[table][tbody][tr][td align="center"] [/td]
	[td align="center"]Subdominio[/td]
	[td align="center"]P1[/td]
	[td align="center"]P2[/td]
	[td align="center"]P3[/td]
	[td align="center"]P4[/td]
	[td align="center"]P5[/td]
	[td align="center"]P6[/td]
	[td align="center"]P7[/td]
	[td align="center"]Total[/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Del tema[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]3[/td]
	[td align="center"]3[/td]
	[td align="center"]4[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]12[/td]
	[td align="center"] [/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Estructura matemática 1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]5[/td]
	[td align="center"] [/td]
	[td align="center"] [/td][/tr]

	[tr][td align="center"] Práctica matemática[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]6[/td]
	[td align="center"] [/td][/tr][/tbody][/table]


[fntable id="TFN1"]Nota. P=Persona docente participante.[/fntable][/tabwrap]
[p]narrativas elaboradas por este grupo de participantes, y fueron presentadas en un formato digital.[/p]
[p]Conocimiento del tema[/p]
[p]Los resultados obtenidos sobre el conocimiento del contenido matemático de manera fundamentada muestran que las personas docentes participantes resaltan aspectos vinculados a las categorías consideradas, con excepción de la categoría sobre propiedades, se encontraron diferencias significativas en la frecuencia con la que las personas participantes realizan comentarios vinculados a este conocimiento. A continuación, se presentan los resultados obtenidos según las subcategorías consideradas para este conocimiento.[/p]
[p]Conocimiento sobre el sentido y modos de uso[/p]
[p]De las narrativas analizadas, las personas docentes participantes P2, P3, P4 y P5 identifican aspectos que pueden vincularse con fenómenos asociados al tema (situaciones), o destacan diferentes formas de utilizar y aplicar el concepto matemático (contextos). En relación con lo expuesto, dos de estas personas destacan el uso de la situación en la que está inmerso el problema. A continuación, se exponen algunas frases tomadas de las narrativas que ejemplifican las ideas planteadas.[/p]
[quote]Participante P4: “bien contextualizado el problema y oportuno por ser de la vida cotidiana”.

Participante P5: “el tema del problema es muy bueno para introducir los elementos básicos de funciones, términos y conceptos”.[/quote]
[p]También, cabe considerar que la identificación de las situaciones y de los contextos se realiza de forma implícita por parte de quienes han participado en el estudio, ya que no mencionan una situación o contexto específico del tema.[/p]
[p]Conocimiento sobre propiedades[/p]
[p]Para esta categoría, ninguna de las personas participantes destaca en su narrativa algún aspecto sobre la argumentación matemática de los atributos o cualidades de un concepto o procedimiento vinculado al tema.[/p]
[p]Conocimiento sobre representaciones[/p]
[p]Respecto a las formas de hacer presente algún concepto matemático sobre el tema, cuatro de las personas docentes se refieren a los distintos sistemas de representación. Particularmente sugieren el uso de sistemas de representación diversos. Por ejemplo, P4 refiere al uso del sistema de representación icónico; mientras que P1 y P3 sugieren el uso del sistema de representación tabular.[/p]
[quote]Participante P4: “los términos de variable dependiente e independiente, me parece que pueden ilustrarse mejor con diagramas de Venn donde se muestran situaciones cotidianas”.

Participante P1: “presentaría el ejercicio en una tabla que permita analizar el comportamiento de la función”.

Participante P3: “se puede trabajar con una tabla donde se indique los kilómetros adicionales y su costo, sin decir la palabra depende”[/quote]
[p]Por último, es conveniente acotar que P5 reconoce en los temas abordados (relación, dependencia) el potencial que tienen para promover las representaciones, esto al destacar que “aquí es una gran oportunidad para fomentar el proceso de representar” cuando refiere a uno de los procesos matemáticos propuestos en el currículo de matemática para la educación secundaria en Costa Rica.[/p]
[p]Conocimiento sobre definiciones[/p]
[p]Este análisis no identificó aspectos en que las personas participantes destacan un concepto matemático, a partir del conjunto de proposiciones que lo definen de manera precisa y única, sino que utilizan el término matemático −al cual refiere el concepto− para mencionar algún aspecto de la situación analizada.[/p]
[p]Conocimiento sobre procedimientos[/p]
[p]En relación con esta categoría, solo dos participantes refieren al uso de algoritmos tradicionales o alternativos para resolver la tarea mostrada en la grabación. Específicamente, P4 identifica un procedimiento alternativo para resolver uno de los incisos de la tarea propuesta por el profesor observado; este procedimiento consistió en restarle al dinero disponible el monto por el kilómetro fijo y dividir el resultado entre el costo de cada kilómetro adicional, es decir, la persona estudiante resuelve de manera indirecta una ecuación mediante la transposición de términos.[/p]
[p]La persona docente P5 identifica el uso del cálculo mental, por parte del profesor observado, al revisar la respuesta de uno de los incisos de la tarea y, además, considera relevante su uso; también identifica el procedimiento alternativo de “prueba y error” utilizado por una persona estudiante para resolver la tarea y destaca que el profesor observado desaprovecha esta particularidad.[/p]
[quote]Participante P4: “muy importante dar la oportunidad a Luis Carlos (un estudiante del grupo) para que explique otra forma de resolver lo planteado”.

Participante P5: “me parece muy importante que utilice el cálculo mental (el profesor)” “(el profesor) no indicó si este procedimiento es correcto o no”[/quote]
[p]Estructura matemática[/p]
[p]Las manifestaciones sobre las relaciones entre distintos conceptos matemáticos que se abordan en un mismo nivel educativo o en otros se encuentran dentro de los subdominios con escasa referencia; solo cuatro participantes destacan en sus narrativas alguno de sus componentes. Particularmente se resaltan los enlaces potenciador e instrumental que muestran estas relaciones entre conceptos para favorecer su enseñanza y para desarrollar otros conceptos, respectivamente. El enlace transversal carece de evidencias en las narrativas analizadas.[/p]
[p]Por ejemplo, en cuanto al enlace potenciador, P3 y P4 destacan el concepto de variable como un elemento para el abordaje del criterio de asociación; por su parte P1 refiere al concepto de función a partir del concepto de relación tratado. Además, P4 y P5 identifican el concepto de ecuación como un instrumento que favorece el desarrollo del concepto de relación.[/p]
[quote]Participante P4: “la definición de lo que significa la variable x, siento que debió haberse hecho antes, considero que en la construcción del criterio de asociación”.

“En el ejercicio al obtener el monto de 8000 colones y después de los estudiantes haber escrito el criterio de asociación, considero que se debería dar al estudiante un espacio para que formulen la igualdad…”.

Participante P5: “me parece muy bien ya que utiliza habilidades que ya tienen los estudiantes, la resolución de ecuaciones que es fundamental en matemáticas”.[/quote]
[p]En estos aportes se nota un estrecho vínculo con la experiencia que estas personas docentes participantes han tenido en el proceso de enseñanza de las matemáticas, a lo largo de su carrera profesional.[/p]
[p]Práctica matemática[/p]
[p]En relación con la identificación de razonamientos que justifican el proceder en la matemática como disciplina científica, se encontraron pocas evidencias al respecto. En particular, solo en dos narrativas se alude a conocimientos vinculados a la generalidad matemática y en tres narrativas a la particularidad matemática. Desde un marco general, solo cuatro de las personas docentes participantes realizan manifestaciones sobre este conocimiento. A continuación, se muestran los resultados obtenidos para cada una de las subcategorías consideradas.[/p]
[p]Generalidad matemática[/p]
[p]Sobre los aspectos vinculados a las estructuras lógicas generales de pensamiento de la matemática solo dos personas participantes realizan acotaciones al respecto: P1 identifica que el profesor observado realiza generalizaciones a partir de los insumos presentados por el estudiantado; P6 alude a un razonamiento vinculado a la forma de proceder en matemática, asociado a las distintas formas de resolver un mismo ejercicio.[/p]
[quote]Participante P6: “considero que el motivar y enseñar que matemática tiene diversos métodos de solución es muy importante.”[/quote]
[p]Particularidad matemática[/p]
[p]Para este indicador, P4, P5 y P6 se refieren a estructuras lógicas específicas de pensamiento para abordar el tema. En general, señalan razonamientos que justifican el proceder en las matemáticas -para el concepto de relación- en el que se diseñan modelos, criterios o fórmulas que asocian variables. Por ejemplo, P5 resalta la importancia de la construcción del modelo (la fórmula) y el grado de eficacia de un procedimiento basado en la “prueba y error”.[/p]
[quote]Participante P5: “la fórmula, que corresponde al criterio, es correcta en este caso es muy importante en el tema”

“no es eficaz ya que se podría tardar mucho para llegar a la respuesta esperada”[/quote]
[p]Por su parte, P6 coincide en lo señalado por P5, al identificar que un grupo de estudiantes resuelve la tarea “probando y haciendo aproximaciones, hasta descubrir el monto”; y añade que “yo como docente (P6) hubiera dicho que esta manera está correcta, pero es un poco largo y poco práctico matemáticamente”.[/p]
[p]Debido a lo anterior, estos participantes coinciden en una forma específica de proceder en el tema, mediante el establecimiento de una fórmula que relacione las variables, que conduzca a una mejor comprensión de la situación y al establecimiento de conclusiones sobre esta.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Dominio del conocimiento didáctico del contenido matemático[/sectitle]
[p]Los subdominios asociados al conocimiento del contenido matemático, como objeto para ser enseñado y aprendido, a partir de unos estándares de aprendizaje establecidos, adquieren una significativa importancia en este estudio.[/p]
[p]La [xref ref-type="table" rid="t4"]Tabla 2[/xref] resalta que el subdominio enseñanza de la matemática está presente en todas las narrativas y las demostraciones de sus componentes son significativas en la mayoría de estas. A este subdominio le sigue el aprendizaje de las matemáticas, las evidencias de su presencia en las narrativas son destacables.[/p]
[p]Los resultados que están vinculados a las categorías definidas dentro del subdominio de conocimiento didáctico del contenido matemático se presentan a continuación. Al igual que en el dominio de conocimiento del contenido matemático, estos se ejemplifican con extractos textuales tomados de las narrativas elaboradas por las personas docentes participantes.[/p]
[p]Enseñanza de la matemática[/p]
[p]En cuanto al conocimiento de estrategias para la enseñanza del concepto de relación, de medios como soportes para su enseñanza y de las tareas matemáticas escolares como oportunidades de aprendizaje, el análisis realizado acentúa dos categorías:[/p]
1. [list listtype="order"][p]Metodologías de enseñanza[/p]
2. [p]Medios para la enseñanza. Cabe destacar que para este[/p][/list]
[p]Cabe destacar que para este subdominio se identificaron expresiones que lo evidencian en todas las narrativas.[/p]
[p]Metodologías de enseñanza[/p]
[p]Los indicadores de conocimiento sobre metodologías de enseñanza en matemáticas son los que mayormente emergen en seis de las narrativas elaboradas por las personas docentes participantes. Por ejemplo, P2, P4, P5 y P6 refieren a la estrategia que utiliza el profesor observado para la resolución de la tarea propuesta y cómo esta puede incidir en la participación estudiantil durante el proceso de enseñanza. Algunos de sus comentarios se muestran a continuación.[/p]
[quote]Participante P2: “El docente plantea en la pizarra el ejercicio como una ecuación, pero no estimula su resolución por parte de los estudiantes, mencionando una forma rápida y “tipo receta”, de cómo resolver la misma, dejando de lado el proceso formal para la resolución de ecuaciones”.

Participante P4: “El profesor hace deducciones que a mi parecer, podría, en vez de él darlas, guiar al estudiante para que él mismo las descubra”.

Participante P5: “Al dar la palabra al estudiante Luis Carlos, supongo que él no quiso acercarse a la pizarra, el docente le permite explicar desde dónde está, lo cual me parece muy positivo, ya que fomenta la participación a pesar de la razón por la que el joven no quiso explicar al frente”.[/quote]
[tabwrap id="t4"][label]Tabla 2[/label]. [caption]Clasificación de las manifestaciones de las personas docentes participantes según el subdominio del conocimiento didáctico del contenido matemático del MTSK[/caption]
	[table][tbody][tr][td align="center"]Subdominio[/td]
	[td align="center"]P1[/td]
	[td align="center"]P2[/td]
	[td align="center"]P3[/td]
	[td align="center"]P4[/td]
	[td align="center"]P5[/td]
	[td align="center"]P6[/td]
	[td align="center"]P7[/td]
	[td align="center"]Total[/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Enseñanza de la matemática[/td]
	[td align="center"]7[/td]
	[td align="center"]6[/td]
	[td align="center"]6[/td]
	[td align="center"]12[/td]
	[td align="center"]6[/td]
	[td align="center"]3[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]41[/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Aprendizaje de las matemáticas[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]7[/td]
	[td align="center"]3[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]15[/td][/tr]

	[tr][td align="center"]Estándares de aprendizaje de las matemáticas[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]1[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]2[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]0[/td]
	[td align="center"]3[/td][/tr][/tbody][/table]


[fntable id="TFN2"]Nota. P=Persona docente participante.[/fntable][/tabwrap]
[quote]Participante P6: “El docente está armando una fórmula general del problema planteado y les dice a los estudiantes que el 600 se multiplica por la variable, sin permitir que sea una deducción de ellos”.[/quote]
[p]Por otra parte, se identifica la resolución de problemas como una teoría de enseñanza vinculada a la educación matemática, apoyada en estrategias como el trabajo colaborativo y la pregunta dirigida.[/p]
[quote]Participante P5: “En general es muy importante que se trabaje el tema con la resolución de una situación: problema matemático”.

Participante P3: “Se trabajó en grupos por lo que existe un trabajo colaborativo entre sus estudiantes…lo que contribuye a la formación de un sujeto social, capaz de trascender el individualismo,…”.

“Se demostró el trabajo en equipo entre los integrantes, ya que varios daban opiniones de lo que realizaron como grupo”.[/quote]
[p]Por último, algunos de los participantes destacan aquellas estrategias que utiliza el profesor observado para la formalización del concepto de relación, a partir de los aportes que hace el estudiantado, y la integración que se hace al cierre de la lección de los conocimientos desarrollados.[/p]
[p]Medios para la enseñanza[/p]
[p]Las referencias que hacen las personas docentes participantes sobre el uso de recursos o materiales para la enseñanza tienen una presencia importante en las narrativas. Todo el grupo de participantes menciona aspectos de esta categoría.[/p]
[p]En primera instancia, se reconoce la pizarra como el recurso disponible para que el profesor observado desarrolle la lección. En relación con esta idea, la mayoría de quienes son participantes señala la eficiencia del recurso acentuando el uso “correcto” de este, de manera que se favorezca el proceso de instrucción. Además, se sugiere el uso de otros recursos como marcadores de distintos colores y materiales en papel que enriquezcan la enseñanza del contenido y, en especial, la resolución de la tarea presentada.[/p]
[p]Como ejemplos de lo descrito, P1, P3 y P6 reconocen la pizarra como un medio para la enseñanza; se refieren a la eficiencia de este medio señalando el aporte de su uso y a su eficacia cuando sugieren una mejora basada en la utilización de otros recursos para acentuar su contribución.[/p]
[quote]Participante P3: “…se debe tratar de utilizar colores (en la pizarra), para estimular la visualización, al menos dos colores”.[/quote]
[p]Por su parte, los aportes que hacen P2, P3, P4, P5 y P7 destacan la forma en que el profesor observado utiliza la pizarra como recurso; con especificidad apuntan al orden y a la postura del profesor observado en relación con el recurso y el grupo de estudiantes.[/p]
[quote]Participante P4: “Los datos de los otros grupos que permanecen en la pizarra, al no ser tomados en cuenta, funcionan más como distractores que como insumos a la explicación”.

Participante P7: “La pizarra está muy desordenada y creo que eso no es favorable”.[/quote]
[p]Tareas para la enseñanza[/p]
[p]Respecto a las demandas cognitivas que el profesor observado propone al estudiantado sobre el concepto de relación, se han reconocido manifestaciones de este conocimiento en tres narrativas. Aunado a esto, dentro del subdominio de enseñanza de la matemática, esta categoría es en la que se identifican menos evidencias. Particularmente, las personas docentes se refieren a dos aspectos de la tarea. Primero, P2 y P4 acentúan la pertinencia y la función que cumple la tarea dentro del proceso de aprendizaje del estudiantado.[/p]
[quote]Participante P2: “Para la próxima lección el docente debería de retomar el mismo ejemplo, para explicar el concepto de variables dependientes e independientes, además de generar junto con los estudiantes otros ejemplos, donde mencionen e identifiquen las variables dependientes e independientes”.

Participante P4: “El problema planteado me parece oportuno para introducir el tema”.[/quote]
[p]Segundo, P3 y P4 fijaron su atención en la tarea desde el fenómeno que le da sentido. De esta forma, destacan la situación planteada en el problema, que aproxima la tarea a una parte de la realidad del estudiantado.[/p]
[quote]Participante P3: “La situación del problema es muy buena para introducir el tema”.

Participante P4: “Bien contextualizado el problema…”.[/quote]
[p]Aprendizaje de las matemáticas[/p]
[p]El conocimiento sobre las particularidades del aprendizaje del concepto de relación se manifiesta en seis narrativas analizadas, pero con una intensidad menor respecto al subdominio enseñanza de la matemática. De las categorías consideradas en este subdominio predomina interacción del alumnado con el contenido matemático, seguida por formas de aprendizaje y fortalezas y limitaciones.[/p]
[p]Interacción del alumnado con el contenido matemático[/p]
[p]Este conocimiento, que describe las formas en que el estudiantado manipula el contenido matemático, se ha reconocido en la diversidad de procedimientos y estrategias utilizados por el estudiantado para resolver la tarea (P1, P5, P6 y P7), y en los argumentos y explicaciones que se proponen como necesarios para que el alumnado comunique lo que hizo (P4).[/p]
[quote]Participante P6: “Unos estudiantes lo desarrollaron probando y haciendo aproximaciones, hasta descubrir el monto”.

Participante P4: “Muy importante dar la oportunidad a Luis Carlos (un estudiante del grupo) para que explique otra forma de resolver lo planteado”.[/quote]
[p]Formas de aprendizaje[/p]
[p]En cuanto al conocimiento sobre las maneras en que el estudiantado aprende las matemáticas, P3 y P4 resaltan estilos y estrategias particulares con los que el estudiantado se apropia y comprende el concepto estudiado: relación. Por ejemplo, estas[/p]
[p]dos personas docentes destacan la incidencia de la presentación de imágenes y la disponibilidad de tiempo para que el estudiantado ejecute la resolución de la tarea.[/p]
[quote]Participante P3: “Esta sugerencia (uso de una tabla) se da porque es más visual (para el estudiante), y el resultado es diferente a que sea sólo auditiva”.

Participante P4: “Se le puede dar más tiempo al estudiante para que repase (mentalmente y rápido) los conocimientos que obtuvo resolviendo (la tarea)”.[/quote]
[p]También, se destaca la incidencia que tiene una guía adecuada por parte del profesor observado, cuando se resuelve la tarea, en el proceso de aprendizaje del estudiantado (P4).[/p]
[quote]Participante P4: “…la construcción del criterio de asociación debe ser en conjunto, profesor y estudiante”.[/quote]
[p]Fortalezas y limitaciones[/p]
[p]Tres personas participantes refieren a las potencialidades o los obstáculos que se presentan durante el aprendizaje. En cuanto a las potencialidades, concebidas como fortalezas para el aprendizaje, P5 subraya el uso de modos de representación.[/p]
[quote]Participante P5: “Aquí (durante la revisión de las resoluciones de la tarea) es una gran oportunidad para fomentar el proceso de representar”.[/quote]
[p]Los obstáculos reconocidos en las narrativas de P4 y P6 describen la dificultad que tienen ciertos procedimientos en el tema abordado y el desaprovechamiento que el profesor observado hace de la diversidad de resoluciones de la tarea que muestra el estudiantado, respectivamente, como limitaciones para el aprendizaje.[/p]
[quote]Participante P4: “…la formulación del criterio de asociación… Normalmente esa parte le resulta difícil a muchos (estudiantes)”.

Participante P6: “Yo como docente hubiera dicho que esta manera es correcta (se refiere a la resolución mostrada por un estudiante), pero es un poco largo y poco práctico matemáticamente. Para luego, abordar la forma del siguiente grupo o estudiante que se le ocurrió restarle los 605 iniciales y dividir”.[/quote]
[p]Por último, la expresión de la categoría sobre los intereses y expectativas del alumnado hacia las matemáticas es prácticamente nula; solamente se ha identificado en la narrativa de P5 una referencia hacia la motivación que el profesor observado puede promover durante la enseñanza, como un elemento que incide en las concepciones del estudiantado sobre esta asignatura y su aprendizaje.[/p]
[p]Estándares de aprendizaje[/p]
[p]A partir del análisis realizado, este subdominio muestra el menor número de manifestaciones en las narrativas elaboradas por las personas docentes participantes. Solo se han reconocido, en dos narrativas, descripciones asociadas a la organización conceptual para la enseñanza de las matemáticas en un nivel escolar específico, en este caso en cuarto año de la educación secundaria en Costa Rica.[/p]
[p]Particularmente los aportes se refieren a la utilidad de ciertos conceptos para el desarrollo de los temas, dentro de la secuencia temática establecida en el currículo de matemáticas. Por ejemplo, P5 hace referencia a habilidades y conocimientos fomentados previamente en el estudiantado, que son útiles al abordar el concepto de relación: “utiliza habilidades (el profesor observado) que ya tienen los estudiantes, la resolución de ecuaciones que es fundamental en matemáticas”. En el caso de la narrativa de P3, se destaca la utilidad del tema en desarrollo -el concepto de relación- para el abordaje de temas posteriores: “el tema del problema es muy bueno para introducir los elementos básicos de funciones, términos y conceptos”.[/p]
[p]Otros aportes derivados del análisis de las narrativas[/p]
[p]De manera complementaria, el análisis ha posibilitado la identificación de otras ideas que no se enmarcan directamente en los subdominios del modelo MTSK, ya que carecen de los principios que definen las categorías que los componen. Algunas de estas ideas toman como fundamento teorías generales de enseñanza y aprendizaje, más cercanas a la pedagogía que a la didáctica de las matemáticas. Otras apuntan a determinados conceptos matemáticos sin referir de manera amplia y fundamentada a su definición, omitiendo las proposiciones que los definen y los caracterizan de manera única y precisa.[/p]
[p]Por ejemplo, P4 señala el concepto de variable; sin embargo, en su narrativa se echa en falta una definición precisa de este concepto. De forma similar, P6 menciona el concepto de variable dependiente, P5 manifiesta el concepto de ecuación y P2 refiere al concepto de función. En todos los casos, no hay una presentación clara y precisa de proposiciones que fundamenten matemáticamente ese conocimiento.[/p]
[quote]Participante P4: “la definición de lo que significa la variable x, siento que debió haberse hecho antes”.

Participante P6: “(el docente) les señala en la pizarra que C depende de x, una frase corta pero que da una idea clara del tema que están iniciando”.

Participante P5: “el docente iguala 8000 con el criterio”.

Participante P2: “el docente debe aprovechar el contexto del tema, para que los estudiantes inicien con el concepto de función…”[/quote]
[p]Por otra parte, P3, P5 y P6 destacan las estrategias y la metodología utilizadas por el profesor observado desde un marco general de la pedagogía. La persona docente P7 subraya aspectos de la redacción de la tarea, distantes de elementos como el propósito, la complejidad, la contextualización y las limitaciones para su resolución.[/p]
[p]En otro orden de ideas, P2 y P5 fijan su atención en la influencia que ciertos elementos del entorno (dentro y fuera del salón de clase) ejercen en el aprendizaje del estudiantado.[/p]
[quote]Participante P2: “el sonido ambiente, alrededor del aula puede generar distracción”.
Participante P5: “el docente debe propiciar el silencio como respeto al estudiante participante, además para generar el clima idóneo de atención de toda la clase”.[/quote]
[p]Por último, es conveniente acotar que en algunas narrativas se han identificado manifestaciones sobre aspectos motivacionales, que pueden incidir en los procesos de enseñanza y aprendizaje. En detalle, P4 destaca que “se muestra que hay confianza entre el profesor y sus estudiantes, no omiten (los estudiantes) hacer una corrección sobre un dato incorrecto anotado por el profesor”, y P5 refiere a que “una marca (de aprobación) que indique que está correcto (el aporte del estudiantado) motiva para futuras participaciones”.[/p]
[/subsec][/sec][sec sec-type="conclusions"][sectitle]Conclusiones[/sectitle]
[p]El estudio llevado a cabo proporciona fundamento para una serie de afirmaciones en cuanto a la reflexión que realiza un grupo de docentes de matemática de educación secundaria en servicio, cuando observan una grabación en video que muestra a un profesor en una situación de enseñanza y aprendizaje, basada en la resolución de una tarea sobre el concepto de relación.[/p]
[p]Las personas docentes, quienes analizaron esta situación de enseñanza sobre el concepto de relación, muestran una tendencia a la identificación de aspectos propios del contenido matemático desde una perspectiva didáctica. Particularmente, movilizan sus conocimientos sobre la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas, propios del dominio de conocimiento didáctico del contenido ([xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo, et al., 2014[/xref]).[/p]
[p]Una de las referencias más próximas que tiene este profesorado, para reflexionar sobre la práctica de aula, es su experiencia como docentes. A título ilustrativo, se destacan las sugerencias que hacen en cuanto al uso de materiales o recursos, las referencias sobre la utilidad del concepto (o conceptos) que se abordan en la lección, la manera en que el profesor observado imparte la clase y la relevancia de la diversidad de estrategias o procedimientos de resolución de tareas mostrados por el estudiantado.[/p]
[p]La reflexión docente que realiza el grupo de participantes está condicionada por el conocimiento de las disposiciones metodológicas del currículo de matemática. Por ejemplo, cuando identifican la tarea que el profesor observado muestra al estudiantado para introducir el tema, estas personas resaltan su contextualización y su aporte dentro de la metodología de resolución de problemas, componentes esenciales del Programa de Estudio de Matemáticas [xref ref-type="bibr" rid="r22"](Ministerio de Educación Pública de Costa Rica, 2012[/xref]). Además, las personas docentes señalan algunas formas de hacer presente el concepto de relación. Evidentemente, este hallazgo responde al proceso matemático de representar, que también se promueve en la educación matemática costarricense.[/p]
[p]De manera complementaria, cuando las personas docentes participantes reflexionan sobre la práctica docente de un profesor, resaltan elementos de teorías de enseñanza y aprendizaje desde un punto de vista de la pedagogía general; se refieren al contenido matemático, pero sin una descripción oportuna de las proposiciones que lo definen de manera precisa y única; y, finalmente, proyectan la motivación como un componente esencial de la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas.[/p]
[p]Con fundamento en los resultados obtenidos, se recomienda que se fortalezca la reflexión docente como competencia profesional del profesorado de matemáticas desde la formación inicial y a través de su vida profesional. En consonancia con [xref  ref-type="bibr" rid="r19"]Llinares (2013[/xref]), esta competencia no es innata, debe desarrollarse durante el proceso de formación profesional. Se pretende fomentar la identificación e interpretación de particularidades matemáticas y didácticas de la práctica educativa (la propia y la de otras personas docentes de matemáticas), para fundamentar la toma de decisiones sobre el abordaje de conceptos matemáticos durante el proceso de enseñanza y aprendizaje en educación secundaria, y para contribuir al crecimiento profesional de quien reflexiona. Para el alcance de estos logros, se sugiere la realización de actividades, inscritas en espacios de reflexión individual y grupal, que implementen el uso de grabaciones en video o la observación de clase, la elaboración de narrativas y el uso de un referente teórico de la didáctica de las matemáticas como fundamento del proceso de reflexión.[/p]
[/sec][sec][sectitle]Financiamiento[/sectitle]
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