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[xmlabstr language="en"][sectitle]Abstract[/sectitle]
[p]The objective of this study is to characterize the knowledge of mathematics teachers in initial training (MTITs) at the Universidad Nacional (Costa Rica) on the logic-syntactic and mathematical aspects involved in proving, when evaluating mathematical arguments. The research is positioned in the interpretive paradigm and has a qualitative approach. It consists of two empirical phases: in the first, a questionnaire regarding logic-syntactic aspects was applied to 25 subjects, during the months of September and October 2018 and; in the second phase, a second questionnaire covering mathematical aspects was applied to 19 subjects, during the months of May and June 2019. For the analysis of the information, knowledge indicators were proposed.  Knowledge indicators are understood as phrases to determine evidence of knowledge in the responses of the subjects. It was appreciated that the vast majority of future mathematics teachers show knowledge to discriminate when a mathematical argument corresponds or not to a proof by virtue of the logic and syntactic aspects, and of mathematical elements associated with propositions with the structure of universal implication. In general, subjects displayed greater evidence of knowledge on the logic-syntactic aspects than on the mathematical aspects. Specifically, they evidenced that consideration of a particular case or the proof of the reciprocal proposition does not prove the result; likewise, subjects evidenced knowledge about the direct and indirect proof of the universal implication. In the case of the mathematical aspects considered as hypotheses, axioms, definitions and theorems, it was appreciated that subjects could have different levels of difficulties to understand a proof.[/p][/xmlabstr]
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[xmlabstr language="pt"][sectitle]Resumo[/sectitle]
[p]Este estudo teve como objetivo caracterizar o conhecimento de professores de matemáticas em formação inicial na Universidade Nacional da Costa Rica sobre aspectos lógico-sintáticos e matemáticos da demonstração ao avaliar argumentos matemáticos. A pesquisa está posicionada no paradigma interpretativo e tem um enfoque qualitativo. Consiste em duas fases empíricas: na primeira foi aplicado um questionário sobre os aspectos lógico-sintáticos a 25 sujeitos, durante os meses de setembro e outubro de 2018 e, na segunda, um questionário sobre os aspectos matemáticos a 19 sujeitos, durante os meses de maio e junho de 2019. Para a análise das informações foram estabelecidos indicadores de conhecimentos, entendidos como frases para determinar evidências de conhecimentos nas respostas dos sujeitos. Constatou-se que a grande maioria dos futuros professores de matemáticas evidencia conhecimento para discriminar quando um argumento matemático corresponde ou não a uma demonstração em função dos aspectos lógicos e sintáticos, e de elementos matemáticos associados às proposições com a estrutura da implicação universal. Em geral, foram fornecidos maiores evidências de conhecimento sobre os aspectos lógico-sintáticos do que sobre os aspectos matemáticos. Concretamente, evidenciaram que um caso particular ou a prova da proposição recíproca não demonstra o resultado; da mesma forma, evidenciaram conhecimento sobre a demonstração direta e indireta da implicação universal. No caso dos aspectos matemáticos considerados como as hipóteses, os axiomas, as definições e os teoremas, percebe-se que poderiam ter diferentes níveis de dificuldades para compreender uma demonstração.[/p][/xmlabstr]
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[xmlbody][sec sec-type="intro"][sectitle]Introduction[/sectitle]
[p]Proofs are relevant in mathematics and school mathematics. In mathematics, the discovery and prove of new theorems is at the highest level of research, yet there is no generalized definition accepted within the mathematical community. In general, there are two main conceptualizations, one approaching the realm of logic that considers proofs as a sequence of mathematical propositions and the other close to the practice of mathematicians, where semantic and informal aspects have more relevance, thereby considereing proofs more as arguments to convince experts of the validity of a theorem by emphasizing on the explanation of veracity ([xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r15"]Hanna and De Villiers, 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r38"]Tall et al., 2012[/xref]).[/p]
[p]In school mathematics there exists also the debate between the logic-syntactic and semantic aspects of proofs. In some countries, mathematical proving appears in the curriculum as explicit teaching content, while in others as a process standard that must be addressed in the different topics. There is international consensus on its importance in the training of students at all educational levels, because it favors the understanding of mathematics and the processes to develop, establish and communicate mathematical knowledge. In particular, it is advocated to propose tasks to students in which exploration, validation and interpretation generate the need for comprehension, in addition, it is considered important that they confront unexpected results, presenting ambiguities and contradictions to provoke in them the urgency for mathematical proving ([xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r9"]Durand-Guerrier et al., 2012a[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Mariotti, 2006[/xref]; [xref ref-type="bibr" rid="r24"]NCTM, 2003[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r33"]Stylianides, 2007[/xref]; [xref ref-type="bibr" rid="r35"]Stylianides et al., 2017[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r42"]Zaslavsky et al., 2012[/xref]).[/p]
[p]In the case of secondary education in Costa Rica, the mathematics curriculum contemplates the process of “reasoning and argumentation” in students. Mathematical proving is considered as a formal phase of argumentation and plays a relevant role in the formulation of conjectures [xref ref-type="bibr" rid="r22"](Ministerio de Educación Pública, 2012[/xref]).[/p]
[p]To address mathematical proving in the secondary education curriculum, as content or as a process, this topic matter must be part of the knowledge required by mathematics teachers for their teacher performance. In addition to apprehending the contents and their relationships, teachers must know how mathematical knowledge and the syntactic rules of the discipline are produced ([xref  ref-type="bibr" rid="r13"]Flores-Medrano et al., 2016[/xref]). In the case of mathematical proofs, teachers must possess specific knowledge that includes knowing about their nature, about their logic and syntactic aspects and; about mathematical aspects, as well as being aware of the role that mathematical proving plays in the discipline of mathematics. Furthermore, teachers must hold specific pedagogical knowledge for the teaching of proving, that is, knowledge of all the elements that enable this topic matter to be tough in school mathematics ([xref  ref-type="bibr" rid="r4"]Buchbinder and McCrone, 2018[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r10"]Durand-Guerrier et al., 2012b[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r16"]Knuth, 2002[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r18"]Lin et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r19"]Lo and McCrory, 2009[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r26"]Pietropaolo and Campos, 2009[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r37"]Tabach et al., 2009[/xref]).[/p]
[p]Nonetheless, in some investigations it has been detected that mathematics teachers exhibit complex and different conceptions about proofs ([xref  ref-type="bibr" rid="r23"]Montoro, 2007[/xref]). All studies point to the importance of mathematical proofs in mathematics ([xref  ref-type="bibr" rid="r2"]Ayalon and Even, 2008[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r28"]Ramos et al., 2015[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r40"]Viseu et al., 2017[/xref]), however, there are different points of view regarding their role in school mathematics ([xref  ref-type="bibr" rid="r8"]Crespo and Ponteville, 2005[/xref]; [xref ref-type="bibr" rid="r28"]Ramos et al., 2015[/xref]). Likewise, some teachers show a reduced vision on the nature of proofs, exhibit deficiencies in the involved mathematical knowledge ([xref  ref-type="bibr" rid="r21"]Martínez-Recio, 1999[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r16"]Knuth, 2002[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r39"]Vicario and Carrillo, 2005[/xref]), present empirical arguments as if they were proofs ([xref  ref-type="bibr" rid="r12"]Flores, 2007[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r34"]Stylianides and Stylianides, 2009[/xref]) and base their conviction on external entities rather than their own knowledge ([xref  ref-type="bibr" rid="r18"]Lin et al., 2012[/xref]).[/p]
[p]Along this line, the objective of the present study is to characterize the knowledge of mathematics teachers in initial training (i.e., MTITs), belonging to the undergraduate program Bachillerato y Licenciatura en la Enseñanza de la Matemática (translated as Bachelor and Licentiate Program in Mathematics Teaching) at the Universidad Nacional (UNA) in Costa Rica, on the mathematical practice of proving. Since mathematical proving knowledge can encompass several components, and the research subjects (i.e., participants, MTITs) are at a final stage in their formative program and, therefore, have little professional experience, this research was limited to “mathematical knowledge”, specifically, to knowledge on the logic-syntactic and mathematical aspects involved in the evaluation of mathematical arguments.[/p]
[p]The present work is contextualized within the line of research on the training of mathematics teachers and is part of the greater research group “FQM 193. Didactics of Mathematics. Numerical Thinking”. The work specifically deals with the topic of mathematical knowledge evidenced by MTITs regarding the mathematical practice of proving from the perspective of teacher performance. Its contribution to this area of research lays in providing inputs that can favor the manner in which mathematical proving is approached in the curricular plan of MTITs at the Universidad Nacional in Costa Rica, and similar initial training plans elsewhere, and realizes a theoretical contribution in the construction of gauging components for the study of the state of knowledge of MTITs regarding mathematical proving, particularly through the use of knowledge indicators for logic-syntactic and mathematical aspects.[/p]
[subsec][sectitle]Theoretical framework[/sectitle]
[p]The study of the professional knowledge evidenced by mathematics teachers is a focus of interest in research in Mathematics Education. Notable works conducted in the eighties are those of [xref  ref-type="bibr" rid="r11"]Elbaz (1983[/xref]) and [xref  ref-type="bibr" rid="r32"]Shulman (1986[/xref]), the investigations carried out by the International Group for the Psychology of Mathematics Education (IGPME) ([xref  ref-type="bibr" rid="r27"]Ponte and Chapman, 2006[/xref]), and the theoretical perspectives on knowledge, as well as beliefs within teaching and teacher performance of mathematics teachers described in the The Handbook of Mathematics Teacher Education ([xref  ref-type="bibr" rid="r36"]Sullivan & Wood, 2008[/xref]).[/p]
[p]To study the specialized knowledge on mathematical proving possesed by mathematics teachers, interest centers then around knowledge on mathematical tasks, that is to say, the way in which knowledge is produced in mathematics ([xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al., 2018[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r13"]Flores-Medrano et al., 2016[/xref]). Thus, to carry out the present research, it was considered pertinent to have a theoretical model of the knowledge evidenced by mathematics teachers that would include mathematical proving within a category of knowledge. The Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) model considers this type of knowledge as part of mathematical knowledge owned by mathematics teachers and assigns a subdomain within it, denominated Knowledge of Practices in Mathematics (KPM) [xref ref-type="bibr" rid="r6"](Carrillo et al., 2018[/xref]).[/p]
[p]The model takes an analytical approach with the purpose of obtaining information about the teacher’s knowledge, particularly about the elements that compose it and their interactions. For this, two domains are considered: (1) mathematical knowledge and (2) pedagogical content knowledge ([xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al., 2018[/xref]). The object of practice in the context of the present research is mathematics itself and, therefore, the interest is focused on its operation and not on the process of its teaching. Mathematical practice is understood in the sense indicated by [xref ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al. (2018[/xref]) as any mathematical activity carried out in a systematic way, that is fundamental in the creation of mathematical knowledge and that posseses a logic basis that allows the derivation of rules.[/p]
[p]According to [xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al. (2018[/xref]),  “Knowledge of Practices in Mathematics (KPM)” can be general or topic specific. General “mathematical practice” refers to the teacher’s knowledge on how mathematics is developed in a generic manner and independent of particular topics. “Specific mathematical practice” is a particular case of ),  “Knowledge of Practices in Mathematics (KPM)” and is associated with the particularities of the mathematical topic in question. In this research, it is considered that knowledge of the logic and syntactic aspects of mathematical proving is attended by general mathematical practice since, as indicated by [xref ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al. (2018[/xref]), it encompasses the knowledge of the meaning of the necessary and sufficient conditions, the type of proof to guarantee the veracity of a mathematical statement, the various argumentative practices, among others. Likewise, knowledge about the mathematical aspects of proving is considered by specific mathematical practice, since not only is general logic-syntactic knowledge required, but it also considers the mathematics involved in the propositions and their proofs.[/p]
[p]To characterize the knowledge on logic and syntactic aspects of mathematical proving evidenced by MTITs at the Universidad Nacional in Costa Rica, three elements of logic validity have been considered, which were specified based on the conceptual analysis of mathematical proofs ([xref  ref-type="bibr" rid="r1"]Alfaro, Flores and Valverde, 2019[/xref]): (1) type of proof, (2) type of quantifier and (3) the type of logic connective. Regarding the mathematical aspects of proving, it must be considered that mathematical theories are hypothetical and are made up of propositions of the “if - then” form which means that mathematical proving requires rigor. The axioms, hypotheses, definitions and theorems involved must be understood and applied in their exact meanings ([xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al., 2012[/xref]). In a formal theory or mathematical system, three fundamental elements are distinguished: (1) axioms, (2) definitions and (3) theorems [xref ref-type="bibr" rid="r5"](Cabassut et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r14"]Garrido, 1991[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r25"]Patterson, 1950[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r29"]Roberts,2010[/xref]).[/p]
[/subsec][/sec][sec sec-type="methods"][sectitle]Methodology[/sectitle]
[p]The present work is positioned in the interpretive paradigm and has a qualitative approach because the object of interest is the interpretation of the meanings that the subjects (i.e., participants, MTITs) attribute to their actions ([xref  ref-type="bibr" rid="r3"]Bryman, 2012[/xref];  [xref  ref-type="bibr" rid="r7"]Cohen, Manion and Morrison, 2007[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r30"]Rodríguez, 2003[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r31"]Sandín, 2003[/xref]). It consists of two empirical phases aimed at characterizing the knowledge of MTITs at the Universidad Nacional, regarding: (1) the logic and syntactic aspects of mathematical proving, which correspond to the “logic validity” of mathematical proofs and (2) the mathematical aspects of proving, which correlate to the “mathematical validity” of proofs.[/p]
[p]The undergraduate program in Mathematics Teaching at the Universidad Nacional is a joint program, the School of Mathematics offers the mathematical component and the Division of Educology provides the pedagogical component. Upon completion of a 4-year academic curriculum, students obtain the degree of Bachelor extendable to an optional Licentiate degree upon achievement of three additional semesters and the preparation of a final graduation project. In phase 1 of the study, 25 MTIT subjects participated, of which 18 were enrolled in the fourth and final year of the bachelor program and were thus denominated Bachelor Group (BG); 7 subjects were enrolled in the optional licentiate program and were identified as the Licentiate Group (LG). Both groups constituted the entire population of enrolled and active students at the corresponding academic levels during the second semester of 2018. In phase 2 of the study, 19 MTIT subjects participated, 12 were enrolled in the fourth year (BG) and 7 in the fifth year (LG), similarly, both groups corresponded to the entire enrolled and active student body at the corresponding academic levels during the first semester of 2019. Of the 12 subjects enrolled in the fourth year, 11 participated in phase 1. All 7 subjects enrolled in the fifth year had previously participated participated in phase 1 of the study. Subjects were coded using the letter “S” to indicate that they were undergraduate students; “B” bachelor or “L” licentiate; letters “M” and “W” designate man and woman, respectively; bachelor subjects were numbered 01 to 19 and licentiate from 01 to 07. All research subjects have approved the academic courses contempleted in the program’s curriculum thus demonstrating proficiency in mathematical propositions.[/p]
[subsec][sectitle]Information gathering[/sectitle]
[p]For collecting information in phases 1 and 2, two questionnaires were elaborated. Questionnaire 1 denominated “logic validity in the evaluation of mathematical arguments” was applied in September and October 2018 and questionnaire 2, “mathematical validity in the evaluation of mathematical arguments”, was applied in the months of May and June 2019, both with an approximate duration of one hour. In each case, subjects completed the questionaires individually during the schedules assigned to the enrolled courses. Prior to their application, questionnaires were reviewed by three Mathematics Education specialists who were chosen for their training in mathematics and mathematics didactics, in addition to their extensive knowledge of the educational context of the research subjects (MTITs).[/p]
[p]The creation of both questionnaires contemplated elements from the theoretical framework of logic and mathematical validity knowledge involved in mathematical proving. In the case of questionnaire 1, research subjects had to evaluate the way to proceed in proving proposition P: Any real number satisfies that, if it is positive, then the sum of it and its multiplicative inverse is greater than or equal to two ([xref  ref-type="bibr" rid="r41"]Winicki-Landman, 1998[/xref]). This proposition was used by [xref  ref-type="bibr" rid="r16"]Knuth (2002[/xref]) in his research with 16 mathematics teachers where he presented them with an argument that proved the reciprocal predicate. In questionnaire 1, in addition to the argument on the reciprocal, three additional arguments were included, one considers a particular case and the other two present a direct proof and proof by reduction to absurdity. In this way, the questionnaire consists of four tasks. In addition, the veracity of said proposition was indicated. [xref ref-type="table" rid="t1"]Table 1[/xref] provides each of the mathematical arguments presented with the tasks.[/p]
[tabwrap id="t1"][label]Table 1[/label] [caption]Mathematical arguments involved in the tasks of questionnaire 1[/caption]
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Consider the real number (2 — v3). It is clear that (2 — v3) > 0. Additionally, (2 — v3) +
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Since it is true that 4 > 2, hen the validity of the proposition P is guaranteed.

Consider any real number x.Suppose true that the sum of this number and its multi-
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plicative inverse is greater than or equal to two, that is, (x + %) = 2. Then,

thus "zx” — 2 2 0. Performing a substraction on the left side of the inequality results in

2+1-2 . . . . .
T2 > 0 which on rearranging and factoring the fraction’s numerator, one arrives

at —— > 0. Because (T > 0 is true and, additionally, (x — 1)*>> 0 is also true, it is

concluded that x > 0. Consequently, the proposition P is true.
Consider any real number x. Suppose true that the number is positive, that
is, x > 0. It must be guaranteed that the sum of this number and its multi-

(x-1)?

. . . . 1
plicative inverse is greater than or equal to two, namely (x + ;) > 2, Indeed,
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tionally, x > 0 then it is true that —— S 1) =>0. Therefore, it is true that (x $e = 2) = 0and

thus, necessarily, (x + ;) > 2 olds true, as it was intended to demonstrate. Consequent-
ly, proposition P is true.
Suppose that there exists a real number x that satisfies being positive and that the

sum of it and its multiplicative inverse is less than two, that is, x > 0 and (x + i) <2
Thus(x+i—2) < 0. On the other hand, x+l_2 =x2x+1_z=w=ﬂ=(’“_1)z

x X X
(x-1)?
X

. Consequently, —— < 0 and since x > 0 it must necessarily be true that (x — 1)> <0.
Since it is true that (x — 1)*> > 0 then the proposition (x — 1)> <0 A (x — 1) > 0) is true,
however, it is certain that it is false. Consequently, proposition P is true.




[/graphic]
[fntable id="TFN1"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[p]Questionnaire 2 consists of four tasks. In each of them, a mathematical proposition and a mathematical argument are presented to guarantee their validity. The first three arguments have errors with respect to mathematical aspects, specifically, in the first task, an inappropriate use is made of the “hypothesis” of the mathematical proposition; in the second, the improper use of an “axiom” and in the third, the improper use of  “definitions”. In the event that subjects (i.e., MTITs) would detect errors, they were asked to indicate what modifications they would apply to the argument to convert it to a mathematical proof. [xref ref-type="table" rid="t2"]Table 2[/xref] provides each of the mathematical propositions and mathematical arguments presented in the tasks.[/p]
[tabwrap id="t2"][label]Table 2[/label]. [caption]Mathematical propositions and arguments involved in the tasks of questionnaire 2[/caption]
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Task 1: partial use of the
non-negative discriminant
hypothesis

P1: Ifa b, c €N are such
that a # 0 and (b* — 4ac) > 0,
then (ax? + bx + ¢ =0).

Task 2: improper use of
the axiom of existence of
the multiplicative inverse
P2: Jfm, n €X are such that
m divides » and vice versa,
then |m| = |n|.

Task 3: improper use of
the definitions of odd and
even integer

If m, n € ¥ are such that m
and » are odd numbers, then
m + n is an even number.

Task 4: proper use of hy-
potheses, axioms, defini-
tions and theorems in the
proof of the theorem of the
sum of the measures of the
interior angles of a triangle
in Euclidean geometry

In any triangle in Euclidean
geometry the sum of the
measures of the interior
angles of a triangle is 180
degrees. That is, given any
triangle AABC, it is true that
msA +msB + msC=180°

Suppose we have a, b, ¢ € K such that a # 0 y (»* — dac) > 0. It
must be demonstrated that 3x € R (ax* + bx + ¢ = 0). Consider the

_-b 2 _ (=Y b =
real number X =_- Then ax +bx+c—a(2a) +b(a)+c_

2 2 2_op2 —(p2-
Pl ottt (=499 With (5 — 4ac) > 0 as hy-
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pothesis, it can be particularly assumed that (»* — 4ac) = 0 and thus

—(b%2-4ac) _ -0
4a  4a

ax?+bx+c=
existence.
Suppose that m, n € ¥ such that m divides » and vice versa. It must be shown
that |m| = |n|. Indeed, since m divides » and vice versa, then, there are two inte-
gers p, g such that (1) m =n - p and (2) n = m - q. By substituting (1) in (2) it
follows that n = (n - p) - ¢, and thus by multiplying both sides of the equality
by n! we have that p - ¢ = 1. Since p and ¢ are integers, it follows that p =
g=1lorp=qg=-1.1f p=qg=1, then substituting in (1) we have m = n and,
consequently, |m| = |n|. In either case, it is guaranteed that |m| = |n|.

Suppose we have m, n € X such that m y n s are odd numbers. It must be
shown that m + n is an even number. Indeed, since m y n are odd numbers,
then, according to the definition of odd number it follows that there exists two
integers p, g such that (1) 2m+ 1=p and (2) 2n+1=¢q. Then 2m + 1) + (2n
+ 1) =p + g and in this manner it follows that 2m + 2n 2 =p + ¢, hat is, 2(m +
ny=p+qg—2.Letj=p+qg—2andsince p, g, 2 € X thenj € K. Thus 2(m + n)
=j, where j € K which, according to the definition of even number, guarantees
that m + » is an even number.

Suppose we have any triangle AABC in Euclidean geometry. It must be shown
that the sum of the measures of its interior angles is 180 degrees, that is, m
24+ msB +meC =180°. Indeed, since point B does not belong to line AC
then, by virtue of the parallel postulate, a unique line L exists that contains B
and is parallel to line AC. Consider the following figure illustrating the above
description:

—b .
= 0. Hence, the real number X = -~ sastisfies

Let D y E be two points on linej such that D — B — F and the points 4 and

D are on the same side of line BC. Since point 4 is contained within angle 2
DBC, it follows that mzDBC = m£DBA + mzABC .Also, msDBC + ms£CBE
=180°, since both angles form a linear pair. In this way we have that msDBA+
msABC m£CBE =180° (*). On the other hand, m£DBA = m£BAC since the
angles are alternate interior angles between parallels. Furthermore, m£DBA

= m4£BAC because they are also alternate interior angles between parallels.
Substituting in (*) we obtain that mzBAC+ msABC + m£BAC =180° which is
equivalent to mzA + ms/B + mzC = 180°.



[/graphic]
[fntable id="TFN2"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[/subsec][subsec][sectitle]Methodological aspects of information analysis[/sectitle]
[p]Information collected from both questionnaires was examined by content analysis which is a scientific research technique for making replicable and valid inferences from texts (or other meaningful matter) to the contexts of their use ([xref  ref-type="bibr" rid="r7"]Cohen, Manion, y Morrison, 2007[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r17"]Krippendorff, 2004[/xref]).[/p]
[p]To analyze the responses of the subjects of questionnaire 1, the syntactic structure of the given proposition was considered and for each argument an a priori analysis of the elements of knowledge on the logic validity that could be studied was made. Based on the latter, four categories were considered: (1) proof by a particular case, (2) proof of reciprocal, (3) direct proof of the universal implication, and (4) proof of the universal implication by reduction to absurdity. Based on the study of each of the four arguments, knowledge indicators were generated which  are phrases to ascertain evidence of knowledge in the subjects’ responses. Such indicators are presented in [xref ref-type="table" rid="t3"]Table 3[/xref]. The responses of each subject were thoroughly reviewed, and coded 1 or 0 for presence or absense of knowledge indicators, respectively. Additionally, the responses, and a synthesis of them, that could not be classified by such indicators were recorded. The procedure followed for coding subject responses that gave rise to the results is illustrated for Task 1―proof by a particular case. The responses of subject SBW12 for tasks 1 and 2 are presented.[/p]
[tabwrap id="t3"][label]Table 3[/label]. [caption]Knowledge indicators generated for the universal implication of questionnaire 1[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image3.jpg]Tasks

Generated Knowledge indicators

TASK 1

Argument 1: proof by a
particular case

TASK 2

Argument 2: proof of
reciprocal

TASK 3
Argument 3: direct proof of
the universal implication

TASK 4

Argument 4: proof of the
universal implication by
reduction to absurdity

Manifests that the argument is not a proof because a particular case is considered.

Manifests that the argument is not a proof because the reciprocal of the pred-

icate is considered, that is, the consequent (x + i) = 2is assumed to be true
and the veracity of the antecedent x > 0 is guaranteed.

Manifests that an arbitrary element of the universe X must be considered.
Manifests that the antecedent x > 0 must be assumed to be a true proposition.

Manifests that it must be guaranteed that the consequent (x + %) >2isatrue
proposition based on the antecedent x > 0 and the mathematical theory where
both propositions are inserted.

Manifests that the property x > 0 = (x + %) = 2 s satisfied for all the elements
of the universe set X because it had been validated for an arbitrary element.
Manifests that the negation of the given proposition must be assumed to be

2
true and that it is equivalent to the proposition 3x € R [x >0A (" +1) < 2].

X

Manifests that it must be shown that ~vx € ]R(x >0= (x + %) > 2) =>F,
where [ represents any contradictory statement, in this case F/ is the contra-
diction (x — 1)2’<0A (x—1)>>0).

Manifests that once F, is guaranteed then —-vx € R (x >0= (x + i) > 2) must
be false and, consequently, Vx € R (x >0> (x + ch) > 2) must be true.



[/graphic]
[fntable id="TFN3"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[p]Based on the analysis of [xref ref-type="fig" rid="f1"]Figure 1[/xref] , it is certain that the subject evidences in his response the following knowledge indicator defined for task 1 (see table 3): “the argument is not a proof because it is considered a particular case”.  Thus, such response is coded as 1 for this particular indicator. [/p]
[figgrp id="f1"][attrib]Translation of task statement and response (justification) provided by the subject [/attrib]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image4.jpg]TASK 1
P: Any real number satisfies that, if it is positive, then the sum of it and its multiplicative inverse is greater
than or equal to two.

Consider the real number (2 - \/5) It is clear that (2 - \/§) > 0.
2
Additionally, (2 — V3) + —— = G #t _ smaiean _ (V3

=== =4,
Since it is true that 4 > 2, then the validity of the proposition P is guaranteed.

(2-v3) ~  2-v3 2-V3 2-V3

Does the argument given in task 1 correspond to a mathematical proof of the proposition P?
Yes No X

Justification

“The proposition P states that for any real number, that is, it is a universal quantifier, the presented argument
does not satisfy this, since it is a particular case, the proposition P fulfills that specific element, however, this
does not prove the generality of statement of .



[/graphic]
[label]Figure 1[/label]. [caption]Response of subject SBW12 for task 1[/caption][/figgrp]
[p]Based on the analysis of [xref ref-type="fig" rid="f2"]Figure 2[/xref], it is certain that the subject evidences in his response the knowledge indicator defined for task 2 (see table 3): “the argument is not a proof because it is considered the reciprocal of the predicate, that is, the consequent [graphic href="?a09v36n1"][image: image6.png](x+3)=z2



[/graphic]is assumed to be true and the veracity of antecedent [graphic href="?a09v36n1"][image: image8.png]x>0



[/graphic] is guaranteed”, therefore, 1 is assigned. To analyze the responses of the subjects in questionnaire 2, four categories were established based on the elements of mathematical validity raised in the theoretical framework: “(1) partial use of the non-negative discriminant hypothesis” present in task 1, “(2) improper use of the axiom of existence of the multiplicative inverse” present in task 2, “(3) improper use of the definitions of odd and even integer” present in task 3 and “( 4) proper use of hypotheses, axioms, definitions and theorems in the proof of the theorem of the sum of the measures of the interior angles of a triangle in Euclidean geometry” present in task 4.[/p]
[figgrp id="f2"][attrib]Translation of task statement and response (justification) provided by the subject[/attrib]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image9.jpg]TASK 2

P: Any real number satisfies that, if it is positive, then the sum of it and its multiplicative inverse is greater

than or equal to two.

Consider any real number x. Suppose true that the sum of this number and its multiplicative inverse is
greater than or equal to two, that is, (x + i)

substraction on the lefl side of the inequality results in # > 0, which on rearranging and factoring

x-1)* (x-1)?
x x

the fraction’s numerator, one arrives at > 0. Because

>0 is true and, additionally,
(x — 1)% = 0is also true, it is concluded that x > 0. Consequently, the proposition P is true.

Docs the argument given in task 2 correspond to a mathematical proof of the proposition P?
Yes No

Justification

“The argument presented is not a valid prool, since the proposition P corresponds (o an implication, where the
hypothesis is that x is positive, with x € R and the thesis is that the sum of x with its multiplicative inverse is
greater than or cqual to two. The argument takes as hypothesis what corresponds to the thesis and as a thesis

what corresponds to the hypothesis. This is an incorrect way of demonstrating an implication”.



[/graphic]
[label]Figure 2[/label]. [caption]Response of subject SBW12 for task 2[/caption][/figgrp]
[p]For each of the tasks, the researchers analyze a priori the mathematical elements that are consider could be taken into account in the evaluation of the arguments involved. This process is illustrated in task 1, where the argument is not a mathematical proof because the non-negative discriminant hypothesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image11.png](b* —4ac) =0



[/graphic] is partially used by assuming that [graphic href="?a09v36n1"][image: image13.png]b*
—4ac

0.



[/graphic] Based on this, a knowledge indicator was proposed for the explanation that the argument is not a mathematical proof, namely: “Manifests that the argument is not a proof because the hypothesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image15.png](b* —4ac) =0



[/graphic] is partially used”. To effectuate the modification of the argument to make it a proof, it was considered that the hypothesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image17.png](b* —4ac) =0



[/graphic] must be used and, based on it, exhibit in the correction at least one of the following real numbers [graphic href="?a09v36n1"][image: image19.png]b+ Vb —4ac



[/graphic] o [graphic href="?a09v36n1"][image: image21.png]—b—Vb"—4ac



[/graphic]. Thus, two knowledge indicators were raised: “Manifests that the hypothesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image23.png]4ac) =0



[/graphic] must be considered for correcting the argument, however, it does not exhibit any of the real numbers that satisfy existence” and “Manifests that the hypothesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image25.png]4ac)=0



[/graphic]must be considered in order to exhibit any of the real numbers [graphic href="?a09v36n1"][image: image27.png]


[/graphic] or [graphic href="?a09v36n1"][image: image29.png]


[/graphic] in the argument’s correction”. [xref ref-type="table" rid="t4"]Table 4[/xref] presents the knowledge indicators associated with the tasks of questionnaire 2.[/p]
[tabwrap id="t4"][label]Table 4[/label]. [caption]Knowledge indicators developed for the analysis categories of questionnaire 2[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image30.jpg]Tasks

Generated Knowledge indicators

TASK 1

Argument 1: partial
use of the non-negative
discriminant hypothesis

TASK 2

Argument 2: improper use
of the axiom of existence of
the multiplicative inverse

TASK 3

Argument 3: improper use
of the definitions of odd
and even integer

TASK 4

Argument 4: proper
mathematical proof of the
theorem of the sum of the
measures of the interior
angles of a triangle in
Euclidean geometry.

Manifests that the argument is not a proof because the hypothesis

(b2 — 4ac) > 0 is partially used.

Manifests that the hypothesis (b2 — 4ac) = 0 must be considered for correcting
the argument, however, it does not exhibit any of the real numbers that satisfy
existence.

Manifests that the hypothesis (b? — 4ac) > 0 must be considered in order to ex-

. —b+vVb2%-4ac —b—Vb2%-4ac .
hibit any of the real numbers x = JaOrXx = 5. in the argument’s

correction.

Manifests that the argument is not a proof because the multiplicative inverse
axiom is used incorrectly when considering the real number »~! without guar-
anteeing that n # 0.

Manifests that two cases must be considered for the correction of the argu-
ment: (1) when 7 # 0, use of the inverse axiom must be made and thus multi-
plication by ! and (2) when » =0, it must be deduced that m = 0 and therefore
Im| = |n|.

Manifests that the argument is not a proof because the definitions of odd and
even number are used incorrectly.

Manifests that the definition of odd number should be employed for correcting
the argument to express that 2p + 1 =m and 2q + 1 = n; and the definition of
even number to conclude that m +n = 2j withj € K.

Manifests that the hypothesis of the theorem considers any triangle in Euclid-
ean geometry.

Manifests that the parallel postulate of Euclidean geometry is employed in the
argument.

Manifests that mathematical definitions are employed in the argument.
Manifests that mathematical theorems are employed in the argument.




[/graphic]
[fntable id="TFN4"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[p]For each subject, an exhaustive review of their responses was carried out in a similar manner as was done for questionnaire 1. In this way, the presence or absence of the defined knowledge indicators were assigned as 1 or 0, respectively. Additionally, the responses, and a synthesis of them, that could not be classified by such indicators were recorded.[/p]
[/subsec][/sec][sec sec-type="results"][sectitle]Results[/sectitle]
[p]This section presents the results on the knowledge of mathematics teachers in initial training (MTITs) relative to the evaluation of mathematical arguments. In the first section, the logic-syntactic aspects are considered followed by mathematical aspects.[/p]
[subsec][sectitle]Results of empirical phase 1: specialized knowledge about the logic validity of the mathematical proof[/sectitle]
[p]The results are presented considering the four categories generated when evaluating mathematical arguments to prove proposition P: any real number satisfies that, if it is positive, then the sum of it and its multiplicative inverse is greater than or equal to two: (1) proof by a particular case, (2) proof of reciprocal, (3) direct proof of the universal implication and (4) proof of the universal implication by reduction to absurdity. For each argument, it is presented the number of subjects who considered the argument to be a proof and who evidenced knowledge of the proposed indicators in their responses. In addition, and when appropriate for each argument, it is presented the synthesis of the responses that could not be classified by the defined indicators and that evidenced knowledge of the logic-syntactic aspects of the proof.[/p]
[subsec][sectitle]Argument 1: Proof by a particular case[/sectitle]
[p]In the evaluation of this argument, 23 of the 25 subjects considered the argument did not to correspond to a mathematical proof of the given proposition and all of the subjects were aware that this was due to the fact that the argument only considered a particular case. A representative response follows:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]As it is a proposition that applies to all the elements of the set [graphic href="?a09v36n1"][image: image32.png](R)



[/graphic], it is not possible to demonstrate it by means of a specific example with one particular element, instead, one must initiate by considering a generic element from the set, the generic element being representable of any element of that set, and prove with it that the property is satisfied (SBM10).[/li][/list]
[p]A group of six subjects considered that the argument would be a mathematical proof if the proposition had an existential quantifier, which evidences knowledge about how to prove a proposition with said quantifier by exhibiting a concrete element of the universe. A representative response follows:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]The number [graphic href="?a09v36n1"][image: image34.png](2-v3)



[/graphic]is specifically taken, however the proposition applies for all numbers, thus the argument is valid to demonstrate that there is a number that does satisfy the proposition (SBW05).[/li][/list]
[/subsec][subsec][sectitle]Argument 2: Proof of reciprocal[/sectitle]
[p]In the evaluation of this argument, 23 of the 25 subjects considered that it did not correspond to a mathematical proof of the given proposition and 19 subjects evidenced knowledge that this was due to the fact that the argument considered the reciprocal of the predicate. Some representative responses are as follows:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Because the proposition has an implication form [graphic href="?a09v36n1"][image: image36.png](P=Q),



[/graphic]one must assume the antecedent to be true and seek to prove the consequent, not vice versa, since this would not be the logic structure (SBM16).[/li]
· [li]Because the proposition P is [graphic href="?a09v36n1"][image: image38.png]vxER((x>0)= (x+x71 =2))



[/graphic] (expressed symbolically) and in the given argument, the reciprocal is proved, that is, [graphic href="?a09v36n1"][image: image40.png]vxER((x+x1=2)= (x>0))



[/graphic] (SLW07).[/li][/list]
[/subsec][subsec][sectitle]Argument 3: Direct proof of the universal implication[/sectitle]
[p]In the evaluation of this argument, 22 of the 25 subjects considered that it corresponded to a mathematical proof of the given proposition and all subjects manifested to possess knowledge. [xref ref-type="table" rid="t5"]Table 5[/xref] presents the number of subjects whose responses displayed evidence of the knowledge indicators defined for the direct proof of the universal implication.[/p]
[tabwrap id="t5"][label]Table 5[/label] [caption]Number of subjects evidencing knowledge indicators for the direct proof of the universal implication.[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image41.jpg]Knowledge indicators Task 3

Manifests that an arbitrary element of the universeX must be considered. 8
Manifests that the antecedent x > 0 must be assumed to be a true proposition. 20
Manifests that it must be guaranteed that the consequent (x + %) = 2is a true proposi-

tion based on the antecedent x > 0 and the mathematical theory where both proposi- 20
tions are inserted.

Manifests that the property x > 0 = (x + %) > 21s satisfied for all the elements of the 0

universe setid because it had been validated for an arbitrary element.



[/graphic]
[fntable id="TFN5"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[p]As can be seen in the previous table, most of the subjects evidence knowledge about how to proceed in the direct proof of the universal implication, that is, they know that the antecedent must be assumed to be true and, subsequently, the veracity of the consequent must be guaranteed. Nonetheless, very few subjects made explicit reference to the selection of an arbitrary element of the universe set, which is precisely what supports the way of proceeding in directly proving the implication. Likewise, none of the subjects expressed the validity of the property for all the elements of the universe set by virtue of the fact that it was guaranteed for a generic element. Some representative responses include:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Because the proposition has an implication form, it is assumed that [graphic href="?a09v36n1"][image: image43.png]x>0



[/graphic] is true and it must be verified that the sum of the number and its multiplicative inverse is true, as shown in the box. Besides, verification is performed for an arbitrary but fixed value of[graphic href="?a09v36n1"][image: image45.png]


[/graphic] (SBM16). [/li]
· [li]It starts correctly, according to the given quantifier, by providing any element that is real. Then, implication is correctly used with the hypothesis that [graphic href="?a09v36n1"][image: image47.png]x>0



[/graphic] and mention is made of the consequent (what needs to be proved).  The consequent is then proved from the operation [graphic href="?a09v36n1"][image: image49.png]x+i-2



[/graphic], which is utilized out of convenience, whilst already knowing that its equivalent expression is greater than or equal to zero, thus the expression is also greater than or equal to zero and manages to prove the consequent of the implication (SLM02).[/li][/list]
[/subsec][subsec][sectitle]Argument 4: Proof of the universal implication by reduction to absurdity[/sectitle]
[p]In the evaluation of this argument, 21 of the 25 subjects considered that it corresponded to a mathematical proof of the given proposition and 16 of them manifested knowledge of the three proposed indicators. In addition, four subjects affirmed that the argument was a proof, although their responses did not evidence any indicator as was the case for the four subjects who declared that it was not a mathematical proof.[/p]
[p][xref ref-type="table" rid="t6"]Table 6[/xref] presents the number of subjects whose responses displayed evidence of the knowledge indicators defined for the proof of the universal implication by reduction to absurdity.[/p]
[tabwrap id="t6"][label]Table 6[/label] [caption]Number of subjects evidencing knowledge indicators for the proof of the universal implication by reduction to absurdity[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image50.jpg]Knowledge indicators Task 3
Manifests that the negation of the given proposition must be assumed to be true and 16
2

that it is equivalent to the proposition 3x € R [x >0A (" x”) < 2].

. . 16
Manifests that it must be demonstrated that 7V € R(x >0= (X + i) = 2) = Fy where
F, represents any contradictory statement, in this case £, is the contradiction ((x — 1)
<OA (x— 12> 0).
Manifests that once F), is guaranteed then <V € R(x >0= (x + %) 2 2) must be false 16

1
and, consequently, Vx € R(x >0= (x + ;) 2 2) must be true.




[/graphic]
[fntable id="TFN6"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[p]Some representative responses of the subjects who evidenced knowledge include:[/p]
· [list listtype="bullet"][p]Indeed it corresponds to a for all [graphic href="?a09v36n1"][image: image52.png](v)



[/graphic] proof or for any positive real number proof, because it emanates from the assumption that there must exist an element that does not fulfill the proposition and when reaching a contradiction, there is nothing left but to conclude that the proposition is true (SBM17).[/p]
· [p]It stems from the assumption that the proposition P is false and a logic contradiction is being reached, this concludes that the proposition P cannot be false and according to the Law of excluded middle the proposition must be true, thus constituting a proof of proposition P (SLM06).[/p][/list]
[p]Based on the results presented in this section, it can be seen that a large majority of future mathematics teachers possess knowledge to discriminate whether or not an argument is a mathematical proof of an arithmetic property such as the one proposed. Their knowledge allows them to recognize perverse justifications that cannot be considered proofs, such as the proof by a particular case, or that of the reciprocal theorem; their insight also allows them to recognize when the precise steps have been followed to prove the proposition. Nonetheless, the number of subjects who identify the steps when a reduction to absurdity proof is proposed decreases considerably.[/p]
[/subsec][/subsec][subsec][sectitle]Results of empirical phase 2: Specialized knowledge on the mathematical validity of the proof[/sectitle]
[p]The results are presented considering the four categories defined in this second phase to analyze the responses provided by research subjects regarding their indication of whether the argument corresponded to a mathematical proof of the given proposition, explaining the reasons for their choice and, in the case that the provided argument was not deemed a mathematical proof, indicate the modifications they would realize to the mathematical argument to make it a mathematical proof. For each category is presented the number of subjects who considered the proposed argument to be a proof and whose responses evidenced knowledge of the proposed indicators. In addition, and when appropriate, it is presented the synthesis of the responses that were not contemplated by the indicators and that evidence knowledge of the mathematical aspects of proving.[/p]
[subsec][sectitle]Category 1: Partial use of the non-negative discriminant hypothesis[/sectitle]
[p]In the evaluation of this argument in task 1, 17 of the 19 subjects considered that it did not correspond to a mathematical proof of the given proposition and 15 subjects displayed evidenced of at least one of the defined knowledge indicators. Additionally, two subjects manifested that the argument was a proof, but did not evidence any indicator as did two other subjects who manifested that it was not a mathematical proof. [xref ref-type="table" rid="t7"]Table 7[/xref] presents the number of subjects whose responses displayed evidence of the knowledge indicators defined for this category.[/p]
[tabwrap id="t7"][label]Table 7[/label]. [caption]Number of subjects evidencing category 1 knowledge indicators: Partial use of the non-negative discriminant hypothesis.[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image53.jpg]Knowledge indicators Task 1
Manifests that the argument is not a proof because the hypothesis (b> — 4ac) > 0 is 15
partially used.
Manifests that the hypothesis (b* — 4ac) > 0 must be considered for correcting the argu- 8
ment, however, it does not exhibit any of the real numbers that satisfy existence.
Manifests that the hypothesis (b*> — 4ac) > 0 must be considered in order to exhibit any
7

—b+yb2—4 —b—yb2—4.
of the real numbers x = == % orx = T

- for correcting the argument.



[/graphic]
[fntable id="TFN7"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[p]Representative responses provided by two subjects are presented. Both manifested that the argument was not a proof due to the partial use of the hypothesis, subject SLM06 completes his assessment by exhibiting a real number to satisfy existence, while subject SBW12 does not:[/p]
[p]Explanation: It is only shown that the mathematical proposition is valid for the case when [graphic href="?a09v36n1"][image: image55.png]b*
—4ac



[/graphic], it would be necessary to prove it for the case when [graphic href="?a09v36n1"][image: image57.png]b* —4ac >0



[/graphic]. It uses a particular case. Correction: For the case when [graphic href="?a09v36n1"][image: image59.png]b* —4ac >0



[/graphic]. It suffices to consider the real number [graphic href="?a09v36n1"][image: image61.png]b+ Vb —4ac



[/graphic]. Then [graphic href="?a09v36n1"][image: image63.png]2
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[/graphic][/p]
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[/graphic][/p]
[p][graphic href="?a09v36n1"][image: image65.png]b? — 4ac — 2bVB* —4ac + b* +b‘/bZ —4ac —b* .
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[/graphic][/p]
[p][graphic href="?a09v36n1"][image: image66.png]2b% — 4ac — 2bVb* —dac N bVb* —dac —b? N
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[/graphic][/p]
[p][graphic href="?a09v36n1"][image: image67.png]c
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[/graphic][/p]
[p][graphic href="?a09v36n1"][image: image68.png]b* — 2ac — bVb? — 4ac + bvb* —4ac — b* + 2ac

Sa




[/graphic][/p]
[p][graphic href="?a09v36n1"][image: image69.png]


[/graphic][/p]
[p][graphic href="?a09v36n1"][image: image70.png]


[/graphic][/p]
[p]Thus, the real number [graphic href="?a09v36n1"][image: image72.png]b+ Vb"—dac



[/graphic]satisfies existence (SLM06).[/p]
· [p]Explanation: In the hypothesis it is stated that [graphic href="?a09v36n1"][image: image74.png]b* —4ac =0



[/graphic], but when the proof is performed, only the case where [graphic href="?a09v36n1"][image: image76.png]b*
—4ac



[/graphic]is taken into account without considering the case for greater than zero, thus, the proof is not entirely correct. Correction: I would consider both cases, [graphic href="?a09v36n1"][image: image78.png]b*
—4ac



[/graphic]and [graphic href="?a09v36n1"][image: image80.png]b* —4ac >0



[/graphic]. Therefore, it will be necessary to search for an [graphic href="?a09v36n1"][image: image82.png]xER



[/graphic] that fulfills the second case (SBW12).[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Category 2: Improper use of the axiom of existence of the multiplicative inverse[/sectitle]
[p]In this argument, present in task 2, only seven subjects appreciated the abusive quality of the reasoning, manifesting that it was not a mathematical proof and, of them, five evidenced the reason by means of one of the proposed indicators. [xref ref-type="table" rid="t8"]Table 8[/xref] presents the number of subjects whose responses displayed evidence of the knowledge indicators defined for this category.[/p]
[tabwrap id="t8"][label]Table 8[/label] [caption]Number of subjects evidencing category 2 knowledge indicators: improper use of the axiom of existence of the multiplicative inverse[/caption]
	[table][tbody][tr][td align="justify"]Knowledge indicators[/td]
	[td align="justify"]Task 2[/td][/tr]

	[tr][td align="justify"]Manifests that the argument is not a proof because the multiplicative inverse axiom is used incorrectly when considering the real number [graphic href="?a09v36n1"][image: image84.png]


[/graphic] without guaranteeing that [image: image86.png]n=0



.[/td]
	[td align="justify"]5[/td][/tr]

	[tr][td align="justify"]Manifests that two cases must be considered for the correction of the argument: (1) when [graphic href="?a09v36n1"][image: image88.png]n=0



[/graphic],  use of the inverse axiom must be made and thus multiplication by [graphic href="?a09v36n1"][image: image90.png]


[/graphic] and (2) when [graphic href="?a09v36n1"][image: image92.png]


[/graphic], it should be deduced that [graphic href="?a09v36n1"][image: image94.png]


[/graphic] and therefore [image: image96.png]


.[/td]
	[td align="justify"]4[/td][/tr][/tbody][/table]


[fntable id="TFN8"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[p]As can be seen in the previous table, five subjects manifested that the argument was not a proof due to the improper use of the multiplicative inverse axiom and, of them, four evidenced in their argument corrections of the need to consider two cases: when [graphic href="?a09v36n1"][image: image98.png]n+0



[/graphic]and [graphic href="?a09v36n1"][image: image100.png]


[/graphic]. Presented are representative responses of two subjects who manifested that the argument was not a proof due to the improper use of the multiplicative inverse axiom, one belongs to subject SBM02 whose correction argument makes reference to the consideration of cases to utilize the multiplicative inverse while the response of subject SBM03 does not:[/p]
· [p]Explanation: Because it is generalized for any [graphic href="?a09v36n1"][image: image102.png]m,n €Z



[/graphic] and initiates from the fact that [graphic href="?a09v36n1"][image: image104.png]


[/graphic] divides [graphic href="?a09v36n1"][image: image106.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image108.png]


[/graphic] divides [graphic href="?a09v36n1"][image: image110.png]


[/graphic], although if one of them is zero for them to be divisible with each other, both must be zero. To avoid [graphic href="?a09v36n1"][image: image112.png]


[/graphic]which is undefined in the case when it is zero. Correction: Considering [graphic href="?a09v36n1"][image: image114.png]n,m € Z — {0}



[/graphic] Case I as was done. Separately Case II for [graphic href="?a09v36n1"][image: image116.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image118.png]m/n =



[/graphic] [graphic href="?a09v36n1"][image: image120.png]


[/graphic] and since [graphic href="?a09v36n1"][image: image122.png]nfm=>nk=mk€e€Z=0k=m



[/graphic] [graphic href="?a09v36n1"][image: image124.png]


[/graphic]. Therefore [graphic href="?a09v36n1"][image: image126.png]


[/graphic]. Thus by case I and case II [graphic href="?a09v36n1"][image: image128.png]


[/graphic] (SBM02).[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Explanation: The proof is incomplete, the definition that one number is divisible by another is used correctly, and all the rest of the steps are correct. However, it seems adequate to include the case [graphic href="?a09v36n1"][image: image130.png]


[/graphic] or [graphic href="?a09v36n1"][image: image132.png]


[/graphic], because in one step we are multiplying both sides of the inequality by [graphic href="?a09v36n1"][image: image134.png]


[/graphic], but it is clear that [graphic href="?a09v36n1"][image: image136.png]


[/graphic] will not be equal to[graphic href="?a09v36n1"][image: image138.png]


[/graphic], or else the hypothesis that [graphic href="?a09v36n1"][image: image140.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image142.png]


[/graphic] would be contradicted, as we end up with [graphic href="?a09v36n1"][image: image144.png]m/0



[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image145.wmf]0/

m

[/graphic]. The same would occur if [graphic href="?a09v36n1"][image: image147.png]


[/graphic]. For [graphic href="?a09v36n1"][image: image149.png]


[/graphic] to be satisfied, both [graphic href="?a09v36n1"][image: image151.png]


[/graphic] must be [graphic href="?a09v36n1"][image: image153.png]


[/graphic]. Corrección: If [graphic href="?a09v36n1"][image: image155.png]


[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image157.png]n+0



[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image159.png]n/0



[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image160.wmf]0/

n

[/graphic] ¡! contradicts the hypothesis. If [graphic href="?a09v36n1"][image: image162.png]


[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image164.png]m # 0



[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image166.png]m/0



[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image167.wmf]0/

m

[/graphic] ¡! contradicts the hypothesis. If [graphic href="?a09v36n1"][image: image169.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image171.png]


[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image173.png]0/0



[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image175.png]0/0



[/graphic], the theorem holds since [graphic href="?a09v36n1"][image: image177.png]


[/graphic] (SBM03).[/li][/list]
[p]Regarding the 12 subjects who manifested that the argument was a mathematical proof, none of them evidenced any of the proposed indicators. However, three of them made reference to the multiplicative inverse in their explanation. Subject SBW11 stated that it was unnecessary for [graphic href="?a09v36n1"][image: image179.png]


[/graphic] to be an integer, but without specifying that its existence would not be guaranteed in the event that [graphic href="?a09v36n1"][image: image181.png]


[/graphic] was zero. Subjects SBW05 and SBM16 manifested that [graphic href="?a09v36n1"][image: image183.png]


[/graphic]exists when [graphic href="?a09v36n1"][image: image185.png]


[/graphic] is different from zero, however, they evidenced knowledge on the concept of divisibility that implied that [graphic href="?a09v36n1"][image: image187.png]


[/graphic] was different from zero. Following, the three responses:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Explanation: [graphic href="?a09v36n1"][image: image189.png]


[/graphic] does not need to be an integer, so it would not affect us at any time. In addition, it is initiated from the definition to conclude with a truth value (SBW11).[/li]
· [li]Explanation: The arguments are correct. It is clear that if [graphic href="?a09v36n1"][image: image191.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image193.png]


[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image195.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image197.png]


[/graphic] cannot be zero. It would then be appropriate to specify that [graphic href="?a09v36n1"][image: image199.png]


[/graphic]exists. Hypotheses are separated, translation is performed correctly, and properties are adequately applied. Clearly draws a conclusion in which it is evidenced what needed to be proved (SBW05).[/li]
· [li]Explanation: The only problem that the argument could present is when it is multiplied by [graphic href="?a09v36n1"][image: image201.png]


[/graphic] in the equality, however, due to the hypothesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image203.png]


[/graphic]; then [graphic href="?a09v36n1"][image: image205.png]m# 0



[/graphic]and since [graphic href="?a09v36n1"][image: image207.png]


[/graphic] then [graphic href="?a09v36n1"][image: image209.png]n+0



[/graphic], thus [graphic href="?a09v36n1"][image: image211.png]


[/graphic] is perfectly defined. Because of this, all reasonings thereafter, make perfect sense, and also all the gaps that could remain are covered, the only thing that can be added is that the substitution can be carried out in any of the two equations resulting from the definition of [graphic href="?a09v36n1"][image: image213.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image215.png]


[/graphic] (SBM16).[/li][/list]
[p]The previous answers demonstrate that subjects SBW05 and SBM16 considered the argument as a proof due to inaccuracies in their knowledge about divisibility, however, they evidence knowledge that a real number has a multiplicative inverse if it is different from zero.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Category 3: Improper use of the definitions of odd and even integer[/sectitle]
[p]In this argument, present in task 3, 16 of the 19 subjects manifested that it was not a mathematical proof and, of them, 14 evidenced some of the proposed indicators. In addition, three subjects stated that the argument was a proof, but did not evidenced any indicator, as did two other subjects who manifested that it was not a mathematical proof. [xref ref-type="table" rid="t9"]Table 9[/xref] presents the number of subjects whose responses displayed evidence of the knowledge indicators defined for this category.[/p]
[tabwrap id="t9"][label]Table 9[/label]. [caption]Number of subjects evidencing category 3 knowledge indicators: improper use of the definitions of odd and even integer[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image216.jpg]Knowledge indicators Task 2
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[/graphic]
[fntable id="TFN9"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[p]As can be seen in the table above, 13 subjects manifested that the argument was not a demonstration due to the improper use of the definitions of even and odd integer and all of them evidenced the correct use of the definitions in the correction of the argument. There was a subject, SBM02, who did not evidenced the first indicator in his explanation, however, in the correction of the argument, he manifested knowledge of the second indicator.[/p]
[p]Representative responses from three subjects who manifested that the argument was not a proof are presented. Following, the response of the SBM02 subject mentioned in the previous paragraph and the responses of SBW12 and SLM02 who evidenced knowledge of the two raised indicators:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Explanation: [graphic href="?a09v36n1"][image: image218.png]2m+1




[/graphic] is considered in line 3, clearly [graphic href="?a09v36n1"][image: image220.png]


[/graphic] is taken as an even number. Thus [graphic href="?a09v36n1"][image: image222.png]2m+1




[/graphic] [graphic href="?a09v36n1"][image: image224.png]2m=p—1=m



[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image226.png]


[/graphic] is even, then [graphic href="?a09v36n1"][image: image228.png]


[/graphic] is odd, so [graphic href="?a09v36n1"][image: image230.png]


[/graphic] since [graphic href="?a09v36n1"][image: image231.wmf](
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[/graphic]. The same rationale applies for [graphic href="?a09v36n1"][image: image233.png]2n+1=gq



[/graphic]. Correction: Consider [graphic href="?a09v36n1"][image: image235.png]m=2p+1



[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image237.png]n

2q+1



[/graphic] in line 3. Then, [graphic href="?a09v36n1"][image: image239.png]2p+2q+2=2(p+q+2)



[/graphic]. Where [graphic href="?a09v36n1"][image: image241.png]p+q+2€L



[/graphic]. Take [graphic href="?a09v36n1"][image: image243.png]a=p+q+2



[/graphic]. Thus, [graphic href="?a09v36n1"][image: image245.png]m+n=2(p+q+2)=2a



[/graphic] which is the definition of an even integer. Guaranteeing that [graphic href="?a09v36n1"][image: image247.png]m+n



[/graphic]is even (SBM02).[/li]
· [li]Explanation: By stating that [graphic href="?a09v36n1"][image: image249.png]2m+1




[/graphic], it is guaranteed that [graphic href="?a09v36n1"][image: image251.png]


[/graphic] is odd, however, it does not guarantee that [graphic href="?a09v36n1"][image: image253.png]


[/graphic] is odd, since if [graphic href="?a09v36n1"][image: image255.png]


[/graphic] is even or odd the same is true. On the other hand, it is arrived at [graphic href="?a09v36n1"][image: image257.png]2(m+n) =j,j€EL




[/graphic] guarantees that [graphic href="?a09v36n1"][image: image259.png]


[/graphic], but not [graphic href="?a09v36n1"][image: image261.png]m+ n



[/graphic], is even, the latter sum could be odd but when it is multiplied by 2, [graphic href="?a09v36n1"][image: image263.png]


[/graphic] becomes an even number. Correction: It is best to take the definitions for [graphic href="?a09v36n1"][image: image265.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image267.png]


[/graphic], as [graphic href="?a09v36n1"][image: image269.png]m=2p+1



[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image271.png]n

2q+1



[/graphic], so that when they are added the result is [graphic href="?a09v36n1"][image: image273.png]


[/graphic] thereby ensuring that [graphic href="?a09v36n1"][image: image275.png]m+ n



[/graphic] is even (SBW12).[/li]
· [li]Explanation: The values ​​of [graphic href="?a09v36n1"][image: image277.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image279.png]


[/graphic] are defined incorrectly as integers, also they should be inverted, that is, the value of [graphic href="?a09v36n1"][image: image281.png]


[/graphic] should be flipped for [graphic href="?a09v36n1"][image: image283.png]


[/graphic], and likewise [graphic href="?a09v36n1"][image: image285.png]


[/graphic] for [graphic href="?a09v36n1"][image: image287.png]


[/graphic]. Correction: Since [graphic href="?a09v36n1"][image: image289.png]


[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image291.png]


[/graphic] are odd, they satisfy that: [graphic href="?a09v36n1"][image: image293.png]m=2p+1



[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image295.png]n

2q+1



[/graphic], with [graphic href="?a09v36n1"][image: image297.png]q€EL




[/graphic]. Then [graphic href="?a09v36n1"][image: image299.png]m+n=2p+2¢q+2=> m+n=2(p+q+1)



[/graphic], with [graphic href="?a09v36n1"][image: image301.png]p+q+1€L



[/graphic]. Thus, [graphic href="?a09v36n1"][image: image303.png]m+n



[/graphic], with [graphic href="?a09v36n1"][image: image305.png]pt+tqg+1



[/graphic] and [graphic href="?a09v36n1"][image: image307.png]r€Z



[/graphic] having the form of an even number [graphic href="?a09v36n1"][image: image309.png]m+ n



[/graphic] (SLM02).[/li][/list]
[/subsec][subsec][sectitle]Category 4: Proper use of hypotheses, axioms, definitions and theorems in the proof of the theorem of the sum of the measures of the interior angles of a triangle in Euclidean geometry[/sectitle]
[p]In this argument, present in task 4, all 19 subjects stated that it was a mathematical proof, however, most subjects limited themselves to a mere statement since only nine subjects showed any of the proposed knowledge indicators. [xref ref-type="table" rid="t10"]Table 10[/xref] presents the number of subjects whose responses displayed evidence of the defined knowledge indicators for this category.[/p]
[tabwrap id="t10"][label]Table 10[/label]. [caption]Number of subjects evidencing category 4 knowledge indicators: proper use of hypotheses, axioms, definitions and theorems in the proof of the theorem of the sum of the measures of the interior angles of a triangle in Euclidean geometry[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image310.jpg]Knowledge indicators
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[/graphic]
[fntable id="TFN10"]Note: Own source from the present investigation.[/fntable][/tabwrap]
[p]Based on the previous table, it can be noted that, despite the fact that all future mathematics teachers identified as valid the proof of the property of the sum of the measures of the interior angles of a triangle, none made reference to the fact that the proposition is a general statement, which stems from the hypothesis that any triangle in Euclidean geometry was to be considered. However, two subjects evidenced knowledge about the use of the parallel postulate, definitions and theorems, simultaneously; four subjects only evidenced the use of the parallel postulate; and three subjects only evidenced the use of mathematical theorems in the argument. To illustrate this, three responses are presented: that of subject SBW12 evidences the use of the parallel postulate, definitions and theorems; that of subject SBM02 refers only to the parallel postulate; and that of the subject SBW05 refers only to the use of theorems:[/p]
· [list listtype="bullet"][p]Explanation: The theorems being used have already been proven, namely, the parallel postulate and the alternate interior angles postulate between parallels. Similarly, definitions such as linear pair and interior angle are properly employed (SBW12).[/p]
· [p]Explanation: Euclidean geometry is guaranteed to be established. Thus Euclid’s [graphic href="?a09v36n1"][image: image312.png]


[/graphic] postulate (parallel postulate) is true. In addition, it guarantees that the generated points create a linear pair to correctly substitute the angles for their corresponding internal alternates. This demonstrates that the sum of interior angles is [graphic href="?a09v36n1"][image: image314.png]180°



[/graphic] (SBM02).[/p]
· [p]Explanation: All statements and theorems are used correctly. Clearly shows that each of the steps is true. Uses properties. Starts from hypotheses, applies the properties correctly, and clearly indicates what needs to proved. Realizes the conclusion (SBW05).[/p][/list]
[p]For the 10 research subjects who indicated that the argument was a proof of the given proposition, but who did not evidence any of the proposed indicators, in their answers we found inaccuracies to justify the validity of a correct mathematical argument, basing their answers on generalities such as: the presence of an adequate logic structure, that is, starting from a true proposition and generating true partial conclusions that lead to the conclusion, the consideration of all the possibilities and their corresponding justification, the use of previous results from Euclidean geometry and the clarity of the argument.[/p]
[p]Based on the results presented in this section, it can be seen that all future mathematics teachers evidence knowledge to determine when an argument constitutes a mathematical proof of a proposition, although few subjects provide the justifications for it. Likewise, the vast majority evidence knowledge to discriminate if an argument does not correspond to a mathematical proof based on mathematical aspects such as the partial use of the hypothesis and the improper use of definitions. However, there is a significant decrease in subjects that identify the improper use of the multiplicative inverse axiom.[/p]
[p]Regarding the correction of the arguments that do not correspond to a mathematical proof, there is a decrease in the number of subjects who consider in their proposals to modify the argument, the mathematical aspects that invalidated it: (1) in argument 3, 14 of 19 subjects suggested that the definitions of odd and even number should be modified, (2) in argument 1, 7 of 19 subjects indicated that the complete hypothesis of the non-negative discriminant should be used and exhibited some real number to satisfy existence, while 8 of 19 subjects only made reference to the use of the complete hypothesis and (3) in argument 2, 4 of 19 subjects manifested that two cases must be considered for the number in question, when it was zero and when it was different from zero to be able to use the multiplicative inverse axiom.[/p]
[/subsec][/subsec][/sec][sec sec-type="conclusions"][sectitle]Conclusions[/sectitle]
[p]Most of the mathematics teachers in initial training (MTITs) evidenced knowledge of the logic-syntactic aspects in the evaluation of the four mathematical arguments proposed in questionnaire 1 for universal implication, corresponding to the mathematical proposition P: any real number satisfies that, if it is positive, then the sum of it and its multiplicative inverse is greater than or equal to two.[/p]
[p]For the first two arguments, the majority of the subjects manifested that they did not correspond to a proof, appreciating that, in the first argument, the proof alluded to a particular case and that in the second, the reciprocal of the predicate was proved. For the third and fourth arguments, the majority of subjects indicated that they did correspond to proofs. In the case of the third argument, regarding the direct proof of the universal implication, the majority of subjects evidenced knowledge that the antecedent had to be assumed to be true and subsequently, guarantee the veracity of the consequent. However, only a minority evidenced knowledge about the consideration of a generic element of the universe and none made reference to the fact that the property was valid by virtue that it had been guaranteed for a generic element that represents any element of the universe. These results coincide with those obtained by [xref  ref-type="bibr" rid="r10"]Durand-Guerrier et al. (2012b[/xref]). In the fourth argument, regarding the proof by reduction to absurdity of the universal implication, the majority of subjects displayed evidence of knowledge of the three proposed indicators, namely, that the negation of the given proposition should be assumed, that a contradiction should be generated and once generated, it could be concluded that the original proposition was true.[/p]
[p]The proposition of questionnaire 2 was used by [xref  ref-type="bibr" rid="r16"]Knuth (2002[/xref]) in his research with 16 mathematics teachers where he presented them with an argument that proved the reciprocal predicate. According to this researcher, 10 teachers considered it as a proof and focused on correcting the algebraic manipulations more than on validity aspects. In our study, the majority of mathematics teachers in initial training (MTITs) focused on logic correction rather than on the mathematics employed in each argument, which allows us to observe adequate knowledge of the logic-syntactic aspects involved in proving by universal implication. Specifically, MTITs evidence knowledge to discern that the consideration of a particular case does not constitute mathematical proving, and they appreciate the argument that uses this fallacy. Also, they have demonstrated to possess knowledge on how to proceed in direct and reduction to absurdity proving.[/p]
[p]The study of knowledge regarding the mathematical aspects of proving is complex, since, in addition to logic-syntactic elements, concepts and their meanings intervene in the mathematical theory in which proofs are inserted. In this sense, [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Mariotti (2006[/xref]) points out that, contrary to what happens within a formal theory, in the practice of mathematical deduction there exists dependence on the comprehension and prior assimilation of the meaning of the concepts from which certain properties are followed logically. The mathematical aspects considered in this investigation such as hypotheses, axioms, definitions and theorems could have presented different levels of difficulty in understanding a proof.[/p]
[p]In the case of the first argument, corresponding to the category denominated “partial use of the non-negative discriminant hypothesis” (in a second degree equation in a real variable), the hypothesis appears explicitly in the proposition to be proved. The vast majority of the research subjects evidenced that it was not a proof due to this partial use. In correcting the argument, a minority of the subjects evidenced knowledge regarding the fact that the hypothesis of the discriminant must be considered in its entirety and also sought and proposed a real number that would comply with existence.[/p]
[p]In the remaining three arguments, the definitions, axioms and theorems employed are not necessarily explicit in the proposition to be proved and, therefore, the subjects are required to know them in depth in order to evaluate their use during proving. In the second argument corresponding to the category denominated “improper use of the axiom of existence of the multiplicative inverse” (to demonstrate the equality in absolute value of two integers divisible by each other), very few subjects evidenced knowledge about the argument not being a proof due to the improper use of the multiplicative inverse. Likewise, very few subjects, in their suggested argument correction, manifested that the number in question must be considered to be non-zero in order to use its multiplicative inverse.[/p]
[p]In the third argument corresponding to the category denominated “improper use of the definitions of even and odd integers” (to demonstrate the parity of the sum of two odd numbers), the majority of subjects evidenced that it was not a proof due to the inappropriate use of definitions. In correcting the argument, most subjects evidenced knowledge of the algebraic conditions that characterize odd and even numbers, possibly because they have used them frequently in undergraduate courses. However, the ignorance of all the conditions of the definitions could lead to the subjects misjudging an argument. For example, in the second argument, two subjects considered that in the definition of divisibility the numbers involved are necessarily non-zero, therefore, existence of the multiplicative inverse was justified for them, which implied that they considered the argument to be a proof.[/p]
[p]In the fourth argument corresponding to the category denominated “proper use of hypotheses, axioms, definitions and theorems in the proof of the theorem of the sum of the measures of the interior angles of a triangle in Euclidean geometry”, the totality of the subjects manifested that the argument was a mathematical proof. However, only a minority evidenced knowledge of the proposed indicators. This fact suggests that it is easier to explain when a mathematical argument has errors than to justify its correctness.[/p]
[p]According to [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Mariotti (2006[/xref]), traditionally, the mathematical proof is considered in itself possible of being separated from the proposition which it supports and from the theoretical framework within which such support makes sense. In the present research it has been evidenced that the vast majority of research subjects (MTITs) took  notice that in a proof all these elements are involved simultaneously and it is impossible to comprehend the meaning of a mathematical proof without linking the proposition to which it refers and the mathematical theory in which it is inscribed. In this way, in mathematical practice the truth values of propositions are proved, but the term “truth” must always be understood in relation to a particular theory. [/p]
[p]The results obtained support the appreciation of [xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al. (2012[/xref]) in which they affirm that the mathematical proof does not establish facts, but rather guarantees the validity of propositions of the type “if-then”, this implies that the hypotheses, axioms, theorems and definitions must be understood and applied in their precise meanings within a mathematical theory. It is thus considered that the mathematical aspects of proving can contribute to the specialized knowledge of mathematics teachers to understand that mathematical results are not universal truths. For example, when it is stated that the sum of the measures of the interior angles of any triangle is 180 degrees, the knowledge about the mathematical validity of the proof allows us to understand that in a certain theory this result can be derived.[/p]
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[doctitle language="es"]Conocimiento de profesores de matemáticas en formación inicial sobre la demostración: Aspectos lógico-matemáticos en la evaluación de argumentos[/doctitle]
[xmlabstr language="es"][sectitle]Resumen[/sectitle]
[p]El objetivo de este estudio es caracterizar el conocimiento de profesores de matemáticas en formación inicial en la Universidad Nacional de Costa Rica sobre aspectos lógico-sintácticos y matemáticos de la demostración, al evaluar argumentos matemáticos. La investigación se posiciona en el paradigma interpretativo y tiene un enfoque cualitativo. Consta de dos fases empíricas: en la primera, se aplicó un cuestionario sobre los aspectos lógico-sintácticos a 25 sujetos, durante los meses de setiembre y octubre de 2018 y, en la segunda, un cuestionario sobre los aspectos matemáticos a 19 sujetos, durante los meses de mayo y junio de 2019. Para el análisis de la información, se propusieron indicadores de conocimientos, entendidos como frases para determinar evidencias de conocimientos en las respuestas de los sujetos. Se apreció que la gran mayoría de los futuros profesores de matemáticas evidencian conocimiento para discriminar cuándo un argumento matemático corresponde o no a una demostración en  virtud de los aspectos lógicos y sintácticos, y de elementos matemáticos asociados a proposiciones con la estructura de la implicación universal. En general, brindaron mayores evidencias de conocimiento sobre los aspectos lógico-sintácticos que sobre los aspectos matemáticos. Concretamente, evidenciaron que un caso particular o la prueba de la proposición recíproca no demuestra el resultado; asimismo, evidenciaron conocimiento sobre la demostración directa e indirecta de la implicación universal. En el caso de los aspectos matemáticos considerados como las hipótesis, los axiomas, las definiciones y los teoremas, se apreció que podrían tener diferentes niveles de dificultades para comprender una demostración.[/p][/xmlabstr]
[kwdgrp language="es"][sectitle]Palabras clave:[/sectitle] [kwd]Conocimiento del profesor de matemáticas[/kwd]; [kwd]demostración matemática[/kwd]; [kwd]formación inicial de profesores de matemáticas[/kwd][/kwdgrp].

[xmlbody][sec sec-type="intro"][sectitle]Introducción[/sectitle]
[p]La demostración es relevante en las matemáticas y en la matemática escolar. En las matemáticas, el descubrimiento y la demostración de nuevos teoremas se encuentran en el nivel más elevado de la investigación, sin embargo, no existe una definición general aceptada por toda la comunidad matemática. En general, existen dos conceptualizaciones principales, una cercana a la lógica que la considera como una secuencia de proposiciones matemáticas y otra cercana a la práctica de los matemáticos, en donde tienen más relevancia los aspectos semánticos e informales, y la considera más como un argumento para convencer a expertos de la validez de un teorema enfatizando en la explicación de la veracidad ([xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r15"]Hanna y De Villiers, 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r38"]Tall et al., 2012[/xref]). [/p]
[p]En la matemática escolar también existe el debate entre los aspectos lógico-sintácticos y semánticos de la demostración. En algunos países, aparece en el currículo como un contenido explícito de enseñanza y en otros como un estándar de proceso que debe abordarse en los diferentes temas. Existe consenso a nivel internacional sobre su importancia en la formación de estudiantes en todos los niveles educativos, ya que favorece la comprensión sobre las matemáticas y los procesos para desarrollar, establecer y comunicar el conocimiento matemático. Particularmente, se aboga por proponer tareas a los alumnos en las que la exploración, validación e interpretación generen la necesidad de comprender, además, se considera importante que se enfrenten a resultados inesperados, con ambigüedades y contradicciones que provoquen en ellos la necesidad de demostrar ([xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r9"]Durand-Guerrier et al., 2012a[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Mariotti, 2006[/xref]; [xref ref-type="bibr" rid="r24"]NCTM, 2003[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r33"]Stylianides, 2007[/xref]; [xref ref-type="bibr" rid="r35"]Stylianides et al., 2017[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r42"]Zaslavsky et al., 2012[/xref]). [/p]
[p]En el caso de la educación secundaria de Costa Rica, el currículo matemático considera el proceso de “razonar y argumentar” en los estudiantes. La demostración es considerada como una fase formal de la argumentación y tiene un papel relevante en la formulación de conjeturas [xref ref-type="bibr" rid="r22"](Ministerio de Educación Pública, 2012[/xref]). [/p]
[p]Para el abordaje de la demostración matemática en un currículo de la educación secundaria, como contenido o como proceso, la misma debe ser parte del conocimiento requerido por el profesor de matemáticas para su desempeño profesional. Además de conocer los contenidos y sus relaciones, debe saber cómo se producen el conocimiento matemático y las reglas sintácticas de la disciplina ([xref  ref-type="bibr" rid="r13"]Flores-Medrano et al., 2016[/xref]). En el caso de la demostración matemática debe tener un conocimiento específico que contempla saber sobre su naturaleza, sobre los aspectos lógicos y sintácticos y; sobre los aspectos matemáticos, además del conocimiento sobre sus funciones en las matemáticas. Asimismo, se incluye el conocimiento pedagógico específico para la enseñanza de la demostración que refiere al conocimiento de todos los elementos que posibilitan su enseñanza en la matemática escolar ([xref  ref-type="bibr" rid="r4"]Buchbinder y McCrone, 2018[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r10"]Durand-Guerrier et al., 2012b[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r16"]Knuth, 2002[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r18"]Lin et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r19"]Lo y McCrory, 2009[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r26"]Pietropaolo y Campos, 2009[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r37"]Tabach et al., 2009[/xref]).[/p]
[p]No obstante, en algunas investigaciones se ha detectado que profesores de matemáticas tienen concepciones complejas y distintas sobre la demostración ([xref  ref-type="bibr" rid="r23"]Montoro, 2007[/xref]). Ellos manifiestan que su importancia en las matemáticas ([xref  ref-type="bibr" rid="r2"]Ayalon y Even, 2008[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r28"]Ramos et al., 2015[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r40"]Viseu et al., 2017[/xref]), sin embargo, tienen puntos de vista diferentes sobre su papel en la matemática escolar ([xref  ref-type="bibr" rid="r8"]Crespo y Ponteville, 2005[/xref]; [xref ref-type="bibr" rid="r28"]Ramos et al., 2015[/xref]). Asimismo, algunos profesores evidencian una visión reducida sobre la naturaleza de la demostración, deficiencias en el conocimiento matemático involucrado ([xref  ref-type="bibr" rid="r21"]Martínez-Recio, 1999[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r16"]Knuth, 2002[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r39"]Vicario y Carrillo, 2005[/xref]), presentan argumentos empíricos como si fuesen demostraciones ([xref  ref-type="bibr" rid="r12"]Flores, 2007[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r34"]Stylianides y Stylianides, 2009[/xref]) y basan su convicción en entes externos más que en su propio conocimiento ([xref  ref-type="bibr" rid="r18"]Lin et al., 2012[/xref]).[/p]
[p]En esta línea, el objetivo de este estudio es caracterizar el conocimiento de los profesores de matemáticas en formación inicial en la carrera de Enseñanza de la Matemática de la Universidad Nacional en Costa Rica (UNA) sobre la práctica matemática de la demostración. Puesto que el conocimiento sobre la demostración puede abarcar varios componentes, y los sujetos de investigación están finalizando su programa formativo y, por lo tanto, tienen poca experiencia profesional, esta investigación se delimitó al “conocimiento matemático”. Concretamente, al conocimiento sobre los aspectos lógico-sintácticos y matemáticos en la evaluación de argumentos matemáticos. [/p]
[p]Este trabajo se enmarca dentro de la línea de investigación de formación de profesores de matemáticas. Esta forma parte del grupo de investigación FQM 193. Didáctica de la Matemática. Pensamiento Numérico. Específicamente, en el conocimiento matemático de los profesores de matemáticas en formación inicial sobre la práctica matemática de la demostración para su desempeño profesional. Da un aporte a la investigación en este tema al brindar insumos que pueden favorecer el abordaje de la demostración matemática en el plan de formación inicial del profesorado de matemáticas en la Universidad Nacional en Costa Rica y en otros planes de formación inicial similares y, realiza una contribución teórica en la construcción de componentes para estudiar conocimiento sobre la demostración matemática, en particular, con indicadores de conocimiento sobre los aspectos lógico-sintácticos y matemáticos sobre esta.[/p]
[/sec][sec][sectitle]Marco teórico[/sectitle]
[p]El estudio del conocimiento profesional del profesor de matemáticas es un foco de interés en la investigación en Educación Matemática. En la década de los ochenta destacan los trabajos de [xref  ref-type="bibr" rid="r11"]Elbaz (1983[/xref]) y [xref  ref-type="bibr" rid="r32"]Shulman (1986[/xref]), las investigaciones del International Group for the Psychology of Mathematics Education (IGPME) ([xref  ref-type="bibr" rid="r27"]Ponte y Chapman, 2006[/xref]), las perspectivas teóricas sobre el conocimiento y las creencias en la enseñanza y en el desempeño profesional del profesor de matemáticas en The Handbook of Mathematics Teacher Education ([xref  ref-type="bibr" rid="r36"]Sullivan & Wood, 2008[/xref]).[/p]
[p]Para estudiar el conocimiento especializado del profesor de matemática sobre la demostración, el interés se centra en el conocimiento sobre el quehacer matemático, es decir, en la forma en la que se produce el conocimiento en las matemáticas ([xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al., 2018[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r13"]Flores-Medrano et al., 2016[/xref]). Por lo tanto, para realizar esta investigación se consideró pertinente contar con un modelo teórico de conocimiento del profesor de matemática que incluya a la demostración dentro de sus categorías. El modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) considera a este conocimiento del profesor de matemáticas como parte del conocimiento matemático y le ha asignado un subdominio dentro de él, llamado Knowledge of Practices in Mathematics (KPM) [xref ref-type="bibr" rid="r6"](Carrillo et al., 2018[/xref]).[/p]
[p]El modelo considera un enfoque analítico con el propósito de obtener información sobre el conocimiento del profesor, particularmente sobre los elementos que lo componen y sus interacciones. Para ello, se consideran dos dominios: (1) el conocimiento matemático y (2) el conocimiento pedagógico del contenido ([xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al., 2018[/xref]). El objeto de la práctica en el contexto de esta investigación, son las matemáticas mismas y, por lo tanto, el interés se centra en su funcionamiento y no en el proceso de su enseñanza. Se entiende a la práctica matemática en el sentido que indican [xref ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al. (2018[/xref]), es decir, como cualquier actividad matemática que se realice de manera sistemática, que sea fundamental en la creación del conocimiento matemático y que posea una base lógica que permita la extracción de reglas.[/p]
[p]Según [xref  ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al. (2018[/xref]), la “práctica matemática” (KPM) puede ser general o especifica a un tema. La “práctica matemática” general hace referencia al conocimiento del profesor sobre la forma como se desarrollan las matemáticas de manera genérica e independientemente de los temas particulares. La “práctica matemática específica” es un caso particular de la “práctica matemática (KPM)” y está asociada a las particularidades del tema matemático en cuestión. En esta investigación, se considera que el conocimiento sobre los aspectos lógicos y sintácticos de la demostración es atendido por esta práctica matemática general ya que como lo indican [xref ref-type="bibr" rid="r6"]Carrillo et al. (2018[/xref]) incluye el conocimiento del significado de las condiciones necesarias y suficientes, del tipo de demostración para garantizar la veracidad de una afirmación matemática, las diversas prácticas argumentativas, entre otras. Asimismo, el conocimiento sobre los aspectos matemáticos de la demostración está considerado por la práctica matemática específica, pues no solo es requerido el conocimiento lógico-sintáctico general, sino que también considera a las matemáticas involucradas en las proposiciones y sus demostraciones.[/p]
[p]Para caracterizar el conocimiento de los profesores de matemáticas en formación inicial en la Universidad Nacional en Costa Rica sobre los aspectos lógicos y sintácticos de la demostración, se han considerado tres elementos de la validez lógica que fueron precisados con base en el análisis conceptual de la demostración matemática ([xref  ref-type="bibr" rid="r1"]Alfaro, Flores y Valverde, 2019[/xref]): (1) el tipo de demostración, (2) el tipo de cuantificador y (3) el tipo de conectiva lógica. En el caso de los aspectos matemáticos de la demostración, se debe considerar que las teorías matemáticas son hipotéticas y están conformadas por proposiciones de la forma “si-entonces” lo que supone que la demostración matemática requiere rigor. Los axiomas, hipótesis, definiciones y teoremas involucrados deben ser entendidos y aplicados en sus significados exactos ([xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al., 2012[/xref]). En una teoría formal o sistema matemático, se distinguen tres elementos fundamentales: (1) los axiomas, (2) las definiciones y (3) los teoremas [xref ref-type="bibr" rid="r5"](Cabassut et al., 2012[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r14"]Garrido, 1991[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r25"]Patterson, 1950[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r29"]Roberts,2010[/xref]).[/p]
[/sec][sec sec-type="methods"][sectitle]Metodología[/sectitle]
[p]Este trabajo se posiciona en el paradigma interpretativo y tiene un enfoque cualitativo debido a que interesa la interpretación de los significados que los sujetos atribuyen a sus acciones ([xref  ref-type="bibr" rid="r3"]Bryman, 2012[/xref];  [xref  ref-type="bibr" rid="r7"]Cohen, Manion y Morrison, 2007[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r30"]Rodríguez, 2003[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r31"]Sandín, 2003[/xref]). Consta de dos fases empíricas para caracterizar el conocimiento de los profesores de matemáticas en formación inicial en la Universidad Nacional sobre: (1) los aspectos lógicos y sintácticos de la demostración matemática, que corresponden a la “validez lógica” de la demostración matemática y (2) los aspectos matemáticos de la demostración, que corresponde a la “validez matemática” de la demostración.[/p]
[p]La carrera de formación de profesores de matemáticas de la Universidad Nacional es compartida, la Escuela de Matemática ofrece el componente matemático y la División de Educología brinda el componente pedagógico. Otorga el grado académico de Bachillerato con una duración de cuatro años y el de Licenciatura que consta de tres semestres adicionales y la elaboración de un trabajo final de graduación. En la fase 1, participaron 25 sujetos, 18 matriculados en el cuarto año de la carrera y se les llamó Grupo de Bachillerato (GB) y 7 matriculados el quinto año y se les llamó Grupo de Licenciatura (GL). Ambos grupos constituyeron la totalidad de la población matriculada y activa en esos niveles durante el segundo semestre de 2018.  En la fase 2, participaron 19 sujetos, 12 matriculados en el cuarto año (GB) y 7 matriculados en el quinto (GL), de igual forma, ambos grupos correspondían a la totalidad del estudiantado matriculado y activo en esos niveles durante el primer semestre de 2019. De los 12 sujetos matriculados en el cuarto año, 11 participaron en la fase 1. Los 7 sujetos matriculados en el quinto año eran los mismos que participaron en la fase 1. Los sujetos fueron codificados empleando la letra “E” para indicar que era estudiante; la letra “B” para indicar que era de Bachillerato o la letra “L” para indicar que era de Licenciatura; la letra “H” para indicar que era hombre y la letra “M” para indicar que era mujer y; los números del 01 al 19 para los de Bachillerato y de 01 al 07 para los de Licenciatura. Todos los sujetos de investigación han aprobado los cursos del plan de estudios de la carrera mostrando su destreza en la demostración de proposiciones matemáticas.[/p]
[subsec][sectitle]Recolección de la información[/sectitle]
[p]Para la recolección de la información de las fases 1 y 2, se elaboraron dos cuestionarios respectivamente. El cuestionario 1 denominado “validez lógica en la evaluación de argumentos matemáticos” se aplicó en setiembre y octubre de 2018 y el cuestionario 2 llamado “validez matemática en la evaluación de argumentos matemáticos”  se aplicó en los meses de mayo y junio de 2019, ambos con una duración aproximada de una hora. En cada caso, los sujetos los completaron de forma individual en los horarios asignados a los cursos matriculados. Previo a su aplicación, fueron revisados por tres especialistas en Educación Matemática quienes se eligieron por su formación en matemáticas y en didáctica de las matemáticas, además de su amplio conocimiento del contexto formativo de los sujetos de investigación.[/p]
[p]En la construcción de ambos cuestionarios se tomaron en cuenta elementos del marco teórico sobre el conocimiento de la validez lógica y matemática de la demostración. En el caso del cuestionario 1, los sujetos de investigación debían evaluar la forma de proceder en la demostración de la proposición P: Cualquier número real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su inverso multiplicativo es mayor o igual a dos ([xref  ref-type="bibr" rid="r41"]Winicki-Landman, 1998[/xref]). Dicha proposición fue empleada por [xref  ref-type="bibr" rid="r16"]Knuth (2002[/xref]) en su investigación con 16 profesores de matemáticas en donde les planteó un argumento que demostraba el predicado recíproco. En el cuestionario 1, además del argumento sobre el recíproco, se incluyeron tres argumentos adicionales, uno considera un caso particular y otros dos presentan una demostración directa y por reducción al absurdo. De esta manera, el cuestionario consta de cuatro tareas. Además, se indicó la veracidad de dicha proposición. En la [xref ref-type="table" rid="t11"]Tabla 1[/xref], se muestra cada uno de los argumentos matemáticos presentados en las tareas.[/p]
[tabwrap id="t11"][label]Tabla 1[/label] [caption]Argumentos matemáticos de las tareas del cuestionario 1[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image315.jpg]Tarea Argumento matematico

Tarea 1: Considere el numero real (2 — +/3). Es claro que (2 —v3) > 0. Ademas, (2 —V3) +
Demostraciéon de

N 1 (2—v3)*+1 4—4V3+3+1 4(2—V3)
un caso particular G =S F =55 - —p -4
Puesto que es verdadero que 4 > 2 entonces se garantiza la validez de la proposicién P.
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[fntable id="TFN11"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[p]El cuestionario 2 consta de cuatro tareas. En cada una de ellas se presenta una proposición matemática y un argumento matemático para garantizar su validez. Los tres primeros tienen errores en los aspectos matemáticos, específicamente, en el primero se hace un uso inadecuado de la “hipótesis” de la proposición matemática, en el segundo, el uso incorrecto de un “axioma” y en el tercero, el uso incorrecto de las “definiciones”. En el cuarto, se emplean todos estos elementos de manera correcta. En el caso de que detectaran errores, debían indicar qué modificaciones harían al argumento para que sea una demostración matemática. En la [xref ref-type="table" rid="t12"]Tabla 2[/xref], se muestra cada una de las proposiciones matemáticas y los argumentos matemáticos presentados en las tareas.[/p]
[tabwrap id="t12"][label]Tabla 2[/label] [caption]Proposiciones y argumentos matemáticos de las tareas del cuestionario 2[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image316.jpg]Tarea y Proposicion
matematica

Argumento matematico

Tarea 1: el uso parcial de
la hipdtesis sobre el discri-
minante no negativo

P1: Sia, b, c €X son tales
quea£0y (h*>—4ac)>0,
entonces Ix €X (ax* + bx
+c=0).

Supongase que se tienen a, b, ¢ €K tales que a # 0y (b*> —4ac) > 0. Se debe

demostrar que 3x € R (ax? + bx + ¢ = 0). En efecto, considérese el niimero
-b -p\?2 -b

real X =5.Luegoax2 +bx+c= a(z) +b(ﬂ) +c=

b2 p? _ b%-2b%+4ac _ —(b%-4ac) . . )

YN o = P == - qu hipétesis se tiene que (b* — 4ac)

> 0 por lo tanto, se puede suponer en particular que (b> —4ac) = 0y de esta

—(b%2-4ac) -0 , —b
manera ax® + bx + ¢ = =——==— = 0. Luego, el numero real X = —

. . . 4a 4a 2a
satisface la existencia.

Tarea 2: el uso indebido
del axioma de la existencia
del inverso multiplicativo
P2: Sim, n € son tales
que m divide a n y vicever-
sa, entonces|m| = |n|.

Supdngase que se tienen m, n € X tales que m divide a n y viceversa. Se debe
demostrar que |m| = |n|. En efecto, como m divide a n y viceversa, entonces,
existen dos niimeros enteros p, ¢ tales que (1) m=n-py (2) n =m - q. Sus-
tituyendo (1) en (2) se sigue que #n = (n - p) - ¢ y de este modo multiplicando
a ambos lados de la igualdad por n! se tiene que p - ¢ = 1. Como p y ¢ son
numeros enteros se tiene que p=g=10p=¢g=-1. Si p =¢g =1 entonces
sustituyendo en (1) se tiene que m = n y en consecuencia |m|=|n|. Sip=q =
1 por ende, sustituyendo en (1) se tiene que m = n 'y en consecuencia |m| = |n|.
En cualquier caso, se garantiza que |m| = |n|.

Tarea 3: el uso indebido de
las definiciones de nimero
entero par e impar

Sim, n € X son tales que m
y 77 SOn Numeros impares,
entonces m + 7 €s un nume-
10 par.

Supoéngase que se tienen m, n € K tales que tales que m y n son ntimeros impa-
res. Se debe demostrar que m + » es un nimero par. En efecto, como m y 7 son
numeros impares, entonces, de acuerdo a la definicién de ntimeros impares se
sigue que existen dos numeros enteros p, g tales que (1) 2m+1=py (2)2n+1
=g. Luego 2m+ 1)+ (2n+ 1) =p + q y de esta manera se sigue que 2m + 2n 2
=p+gq,esdecirque,2(m+n)=p+q—2.Seaj=p+qg—2ycomop, q, 2 €N
entonces j € K. De esta manera 2(m + n) =j conj € K lo que segun la definiciéon
de numero par, garantiza que el nimero m + n €s un numero par.

Tarea 4: el uso adecuado
de hipdtesis, axiomas, de-
finiciones y teoremas en la
demostracion del teorema
de la suma de las medidas
de los angulos internos de
un tridngulo en la Geome-
tria Euclidiana

En cualquier tridngulo en

la geometria euclidiana la
suma de las medidas de los
4ngulos internos de un trian-
gulo es 180 grados. Es decir,
dado cualquier tridngulo
AABC, se cumple que mzA
+ msB +mseC=180°

Supdngase que se tiene un triangulo cualquiera A4ABC en la geometria eucli-
diana. Se debe demostrar que la suma de las medidas de sus dngulos internos
es 180 grados, es decir, que msA + msB + m£C = 180°. En efecto, como el
punto B no pertenece a la recta AC entonces, en virtud del postulado de las

aralelas, existe y es tinica la recta L que contiene a By es paralela a la recta
AC. Considérese la siguiente figura en la que se muestra lo anterior:

D 8 E

VAN

Sean D y E dos puntos de la recta L tales que D — B — E y los puntos A y D del
mismo lado de la recta BC. Como el punto 4 esta en el interior del dngulo 2
DBC, se sigue que meDBC =msDBA + mszABC .Ademés, meDBC + msCBE
=180°, pues los dos dngulos forman un par lineal. De esta manera se tiene que m
2DBA+ mtABC me.CBE =180° (*) Por otro lado, m£DBA = m£BAC pues los
4ngulos son alternos internos entre paralelas. Ademas, m£CBE = ms£BAC por
ser también alternos internos entre paralelas. Al sustituir en (*) se obtiene que m
2BAC+ mszABC + msBAC =180° lo que equivale a mzA + msB +msC=180°".




[/graphic]
[fntable id="TFN12"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[/subsec][subsec][sectitle]Aspectos metodológicos del análisis de la información[/sectitle]
[p]En el análisis de la información de los dos cuestionarios se empleó el análisis de contenido que es una técnica científica de investigación para hacer inferencias replicables y válidas de textos (u otra materia significativa) a los contextos de su uso ([xref  ref-type="bibr" rid="r7"]Cohen, Manion, y Morrison, 2007[/xref]; [xref  ref-type="bibr" rid="r17"]Krippendorff, 2004[/xref]). [/p]
[p]Para analizar las respuestas de los sujetos en el cuestionario 1, se consideró la estructura sintáctica de la proposición  dada y en cada argumento se hizo un análisis a priori de los elementos de conocimiento sobre la validez lógica que se podían estudiar. Con base en lo anterior, se consideraron cuatro categorías: (1) demostración de un caso particular, (2) demostración del recíproco, (3) demostración directa de la implicación universal y (4) demostración por reducción al absurdo de la implicación universal. Con base en el estudio de cada uno de los cuatro argumentos, se generaron los indicadores de conocimientos que son frases para determinar evidencias de conocimientos en las respuestas de los sujetos. En la [xref ref-type="table" rid="t13"]Tabla 3[/xref] se presentan tales indicadores.[/p]
[tabwrap id="t13"][label]Tabla 3[/label] [caption]Indicadores de conocimiento generados para la implicación universal del cuestionario 1[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image317.jpg]Tareas

Indicadores de conocimiento generados

TAREA 1

Argumento 1: demostracion
de un caso particular.
TAREA 2

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se consi-
dera un caso particular.

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se consi-

Argumento 2: demostracion
del reciproco.

dera el reciproco del predicado, es decir, se supone verdadero el consecuente

(x + i) = 2y se garantiza la veracidad del antecedente x > 0.

TAREA 3

Argumento 3: demostracion
directa de la implicacion
universal.

Manifiesta que debe considerarse un elemento arbitrario del universo X .
Manifiesta que debe suponerse que el antecedente x > 0 es una proposicion
verdadera.

. . 1
Manifiesta que debe garantizarse que el consecuente (x + ;) = 2 ¢s una pro-
posicion verdadera con base en el antecedente x > 0.y en la teoria matemati-
ca en donde estan insertas ambas proposiciones.

Manifiesta que la propiedad x > 0 = (x + %) = 2 se satisface para todos los
elementos del conjunto universo X en virtud de que se habia validado para
un elemento arbitrario.

TAREA 4

Argumento 4: demostracion
por reduccion al absurdo de
la implicacion universal.

Manifiesta que debe suponerse verdadera la negacion de proposicion dada y

. sy xZ+1
que es equivalente a la proposicion 3x € R [x >0A (—) < 2].

x

Manifiesta que se debe demostrar que —Vx € R(x >0 (x + %) > 2) = Fyen
donde F, representa a cualquier afirmacion contradictoria, en este caso F, es
la contradiccion ((x — 1)’ <0 A (x — 1)>>0).

Manifiesta que una vez garantizada F entonces =Vx € R (x >0= (x + i) > 2)

debe ser falsa y que en consecuencia Vx € R (x >0> (x + %) > 2) debe ser
verdadera.




[/graphic]
[fntable id="TFN13"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[p]A cada sujeto se le revisaron exhaustivamente sus respuestas, de manera que se asignaba con 1 o 0 la presencia o ausencia respectivamente de los indicadores de conocimiento definidos. Además, se registraron las respuestas que no pudieron ser clasificadas por tales indicadores y una síntesis de tales respuestas. A continuación, se ilustra con un caso particular el procedimiento seguido para la codificación de las respuestas de los sujetos que dieron lugar a los resultados. Para ello, se presentan las respuestas del sujeto EBM12 en las tareas 1 y 2.[/p]
[p]Con base en el análisis de la [xref ref-type="fig" rid="f3"]Figura 1[/xref], se tiene que el sujeto evidencia en su respuesta el indicador de conocimiento definido para la tarea 1 (ver [xref ref-type="table" rid="t13"]tabla 3[/xref]): “que el argumento no es una demostración debido a que se considera un caso particular”, por lo tanto, para este sujeto se asigna un 1 a este indicador. [/p]
[figgrp id="f3"]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image318.jpg]TAREA 1
P: Cualquicr niimero real safisface que, 5i s positivo, ontonces la suma de este y su inverso
ex mayor o igual a dos.

Considere el nimero real (2 — J3). Esclaro que (2 — J3 ) = 0.

2—-J3

2-JY3)' 41 a—afFTeser _4(2-VF)
2-J3 B

Ademas, (2-.—‘/5')4-(:_“,?) -2
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[/graphic]
[label]Figura 1[/label]. [caption]Respuesta del sujeto EBM12 en la tarea 1[/caption][/figgrp]
[p]Con base en el análisis de la [xref ref-type="fig" rid="f4"]Figura 2[/xref], se tiene que el sujeto evidencia en su respuesta el indicador de conocimiento definido para la tarea 2 (ver tabla 3): “que el argumento no es una demostración debido a que se considera el recíproco del predicado, es decir, se supone verdadero el consecuente [graphic href="?a09v36n1"][image: image320.png](x+3)=2



[/graphic] y se garantiza la veracidad del antecedente [graphic href="?a09v36n1"][image: image322.png]x> 0



[/graphic] ”, por lo tanto, para este sujeto se asigna un 1 a este indicador. [/p]
[p]Para analizar las respuestas de los sujetos en el cuestionario 2, se establecieron cuatro categorías con base en los elementos sobre la validez matemática planteados en el marco teórico: “(1) el uso parcial de la hipótesis sobre el discriminante no negativo” presente en la tarea 1, “(2) el uso indebido del axioma de la existencia del inverso multiplicativo” presente en la tarea 2, “(3) el uso indebido de las definiciones de número entero par e impar” presente en la tarea 3 y “(4) el uso adecuado de hipótesis, axiomas, definiciones y teoremas en la demostración del teorema de la suma de las medidas de los ángulos internos de un triángulo en la geometría euclidiana” presente en la tarea 4.[/p]
[figgrp id="f4"]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image323.jpg]TAREA 2

1: Cualquter nimers real satisface que, si es positive, entonces ta suma de exte y su inverse
multiplicative ¢s mayor o igual a dos.

Considere un ndnero real cuslguiers x. Supdugasse verdsdoro gue la suma de este y suo
inverso multiplicativo es mayor o igual a dos, ex decir gue (,: ¢i—)z2-

s
21,2 yu.m-_--nn--qu.“—:—‘fzzo.

2 -
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[/graphic]
[label]Figura 2[/label]. [caption]Respuesta del sujeto EBM12 en la tarea 2[/caption][/figgrp]
[p]Para cada una de las tareas, los investigadores analizamos a priori los elementos matemáticos que consideramos que se podrían tomar en cuenta en la evaluación de los argumentos involucrados. Se ilustra este proceso en la primera tarea, en donde el argumento no es una demostración matemática debido a que se emplea de forma parcial la hipótesis del discriminante no negativo [graphic href="?a09v36n1"][image: image325.png](b* —4ac) = 0



[/graphic]al suponer que [graphic href="?a09v36n1"][image: image327.png]b*
—4ac

0.



[/graphic] Con base en esto, se planteó un indicador de conocimiento para la explicación de que el argumento no es una demostración matemática, a saber: “Manifiesta que el argumento no es una demostración debido a que se usa parcialmente la hipótesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image329.png](b* —4ac) = 0



[/graphic]”. Para realizar la modificación al argumento para que sea una demostración, se consideró que debe emplearse la hipótesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image331.png](b* —4ac) = 0



[/graphic] y con base en ella exhibir al menos uno de los siguientes números reales [graphic href="?a09v36n1"][image: image333.png]b+ Vb —4ac




[/graphic] o [graphic href="?a09v36n1"][image: image335.png]


[/graphic] en la corrección. Por lo tanto, se plantearon dos indicadores de conocimiento: “Manifiesta que debe considerarse la hipótesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image337.png]4ac) = 0



[/graphic] en la corrección del argumento, pero no exhibe ninguno de los números reales que cumplen la existencia” y “Manifiesta que debe considerarse la hipótesis  [graphic href="?a09v36n1"][image: image339.png]4ac)= 0



[/graphic]para exhibir alguno de los números reales [graphic href="?a09v36n1"][image: image341.png]


[/graphic] o [graphic href="?a09v36n1"][image: image343.png]


[/graphic] en la corrección del argumento”. En la [xref ref-type="table" rid="t14"]Tabla 4[/xref] se presentan los indicadores de conocimientos elaborados para las tareas del cuestionario 2.[/p]
[tabwrap id="t14"][label]Tabla 4[/label] [caption]Indicadores de conocimiento generados para las categorías de análisis del cuestionario 2[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image344.jpg]Tareas

Indicadores de conocimiento generados

TAREA 1

Argumento 1: uso parcial de la
hipétesis sobre el discriminante
no negativo

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se

usa parcialmente la hipétesis (b? — 4ac) > 0.

Manifiesta que debe considerarse la hipétesis (b% — 4ac) > 0 en la co-

rreccion del argumento pero no exhibe ninguno de los ntimeros reales

que cumplen la existencia.

Manifiesta que debe considerarse la hipotesis (b% — 4ac) > 0 para exhibir

—b+/b2—sac - —b—/p2—4ac
2a

2a

alguno de los numeros reales x = en la co-

rreccion del argumento.

TAREA 2

Argumento 2: uso indebido
del axioma de la existencia del
inverso multiplicativo

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se
emplea de manera incorrecta el axioma del inverso multiplicativo al
considerar al numero real #! sin garantizarse que n # 0.

Manifiesta que deben considerarse dos casos en la correccion del argumen-
to: (1) cuando 7 # 0 y ahi emplear el axioma del inverso al multiplicar por
n! y (2) cuando n = 0 para deducir que m = 0 y por lo tanto |m| = |n|.

TAREA 3

Argumento 3: uso indebido de
las definiciones de nimero entero
par e impar

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se
usan de forma incorrecta las definiciones de nimero par e impar.
Manifiesta que la definicion de nimero impar debe emplearse en la
correccion del argumento para expresar que 2p+ 1 =my2q+1=n;y
la definicion de numero par para concluir que m +n =2j conj € X.

TAREA 4

Argumento 4: demostracion
matematica correcta del teorema
de la suma de las medidas de los
angulos internos de un triangulo
en la Geometria Euclidiana.

Manifiesta que la hipdtesis del teorema se considera un tridngulo cual-
quiera en la Geometria Euclidiana.

Manifiesta que se emplea el postulado de las paralelas en la geometria
euclidiana en el argumento.

Manifiesta que se emplean definiciones matematicas en el argumento.
Manifiesta que se emplean teoremas matematicos en el argumento.




[/graphic]
[fntable id="TFN14"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[p]Para cada sujeto se hizo una revisión exhaustiva de sus respuestas de forma análoga a como se hizo en el cuestionario 1. De esta manera, se asignaba con 1 o 0 la presencia o ausencia respectivamente de los indicadores de conocimiento definidos. Además, se hizo un registro de las respuestas que no pudieron ser clasificadas por tales indicadores y una síntesis de tales respuestas.[/p]
[/subsec][/sec][sec sec-type="results"][sectitle]Resultados[/sectitle]
[p]En este apartado se presentan los resultados sobre el conocimiento de los profesores de matemáticas en formación inicial en la evaluación de argumentos matemáticos. En la primera sección se consideran los aspectos lógico-sintácticos y en la segunda, los matemáticos. [/p]
[subsec][sectitle]Resultados de la fase empírica 1: el conocimiento especializado sobre la validez lógica de la demostración matemática[/sectitle]
[p]Los resultados se presentan considerando las cuatro categorías generadas al evaluar argumentos matemáticos para demostrar  la proposición P: cualquier número real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su inverso multiplicativo es mayor o igual a dos: (1) demostración de un caso particular, (2) demostración del recíproco, (3) demostración directa de la implicación universal y (4) demostración por reducción al absurdo de la implicación universal. En cada argumento se presenta la cantidad de sujetos que lo consideraron como una demostración y que evidenciaron en sus respuestas conocimiento de los indicadores propuestos. Se presenta, además, y cuando corresponda para cada argumento, la síntesis de las respuestas de los sujetos que no fueron contempladas en los indicadores y que evidencian conocimiento de los aspectos lógico-sintácticos de la demostración.[/p]
[subsec][sectitle]Argumento 1: Demostración de un caso particular[/sectitle]
[p]En la evaluación de este argumento, 23 sujetos de los 25 consideraron que no correspondía a una demostración matemática de la proposición dada y todos ellos evidenciaron conocimiento de que esto obedecía a que el argumento consideraba un caso particular. Una respuesta representativa es la siguiente:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Al tratarse de una proposición que aplica a todos los elementos del conjunto [graphic href="?a09v36n1"][image: image346.png](R)



[/graphic], no es posible demostrarla mediante un ejemplo puntual con uno de los elementos en particular, sino que debe partirse tomando un elemento genérico del conjunto que represente a cualquier elemento del conjunto y probar con él que se satisface la propiedad (EBH10).[/li]
· [li]Un grupo de seis profesores consideró que el argumento sería una demostración matemática si la proposición tuviera un cuantificador existencial, lo que evidencia conocimiento sobre cómo demostrar una proposición con dicho cuantificador exhibiendo un elemento concreto del universo. Una respuesta representativa es la siguiente:[/li]
· [li]Se toma específicamente el número [graphic href="?a09v36n1"][image: image348.png](2-V3)



[/graphic]y la proposición es para todo número, así que el argumento es válido para mostrar que existe uno que sí lo cumple (EBM05).[/li][/list]
[/subsec][subsec][sectitle]Argumento 2: Demostración del recíproco[/sectitle]
· [list listtype="bullet"][li]En la evaluación de este argumento, 23 sujetos de los 25 consideraron que no correspondía a una demostración matemática de la proposición dada y 19 de ellos evidenciaron conocimiento de que esto obedecía a que el argumento consideraba el recíproco del predicado. Algunas respuestas representativas son las siguientes:[/li]
· [li]Porque la proposición tiene una forma de implicación [graphic href="?a09v36n1"][image: image350.png](P=19Q)



[/graphic] así que debe suponerse cierto el antecedente y probar el consecuente, no al revés, puesto que la estructura lógica no es esa (EBH16).[/li]
· [li]Pues la proposición P es [graphic href="?a09v36n1"][image: image352.png]vx € R((x > 0)= (x +x7* = 2))



[/graphic] (expresada de manera simbólica) y en el argumento dado, se demuestra el recíproco, es decir, [graphic href="?a09v36n1"][image: image354.png]vx € R((x+x7122) = (x> 0))



[/graphic] (ELM07).[/li][/list]
[/subsec][subsec][sectitle]Argumento 3: Demostración directa de la implicación universal[/sectitle]
[p]En la evaluación de este argumento, 22 sujetos de los 25 consideraron que correspondía a una demostración matemática de la proposición dada y todos ellos manifestaron conocimiento. En la [xref ref-type="table" rid="t15"]Tabla 5[/xref] se presenta el número de sujetos que dieron evidencia de los indicadores de conocimiento definidos en sus respuestas para la demostración directa de la implicación universal.[/p]
[tabwrap id="t15"][label]Tabla 5[/label] [caption]Número de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la demostración directa de la implicación universal[/caption]
	[table][thead][tr][th align="center"]Indicadores de conocimiento[/th]
	[th align="center"]Tarea 3[/th][/tr]

	[/thead][tbody][tr][td align="justify"]Manifiesta que debe considerarse un elemento arbitrario del universo [graphic href="?a09v36n1"][image: image356.png]


[/graphic].[/td]
	[td align="center"]8[/td][/tr]

	[tr][td align="justify"]Manifiesta que debe suponerse que el antecedente [graphic href="?a09v36n1"][image: image358.png]x>0



[/graphic] es una proposición verdadera.[/td]
	[td align="center"]20[/td][/tr]

	[tr][td align="justify"]Manifiesta que debe garantizarse que el consecuente [graphic href="?a09v36n1"][image: image360.png]


[/graphic] es una proposición verdadera con base en el antecedente [graphic href="?a09v36n1"][image: image362.png]x>0



[/graphic] y en la teoría matemática en donde están insertas ambas proposiciones.[/td]
	[td align="center"]20[/td][/tr]

	[tr][td align="justify"]Manifiesta que la propiedad [graphic href="?a09v36n1"][image: image364.png]v>0=(x+



[/graphic] se satisface para todos los elementos del conjunto universo [graphic href="?a09v36n1"][image: image366.png]


[/graphic] en virtud de que se había validado para un elemento arbitrario.[/td]
	[td align="center"]0[/td][/tr][/tbody][/table]


[fntable id="TFN15"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[p]Como puede observarse en la tabla anterior, la mayoría de los sujetos evidencian conocimiento sobre la forma de proceder en la demostración directa de la implicación universal, es decir, conocen que debe suponerse verdadero el antecedente y, posteriormente, debe garantizarse la veracidad del consecuente. No obstante, muy pocos sujetos hicieron referencia explícita a la escogencia de un elemento arbitrario del conjunto universo, que precisamente es lo que avala la forma de proceder en la demostración directa de la implicación. Asimismo, ninguno de los sujetos expresó la validez de la propiedad para todos los elementos del conjunto universo en virtud de que se garantizó para un elemento genérico. Algunas respuestas representativas son las siguientes:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Porque como la proposición tiene forma de implicación, se supone que  [graphic href="?a09v36n1"][image: image368.png]x>0



[/graphic] como cierto y se debe verificar que la suma del número y su inverso multiplicativo es cierto, justo como muestra el recuadro. Además de que se hace para un valor de [graphic href="?a09v36n1"][image: image370.png]


[/graphic], arbitrario,  pero fijo (EBH16).[/li]
· [li]Se inicia de forma correcta según el cuantificador dándose un elemento cualquiera que sea real. Luego utiliza la implicación de manera correcta, con la hipótesis de que [graphic href="?a09v36n1"][image: image372.png]x>0



[/graphic] y menciona el consecuente (lo que debe probar) llegando a probarlo a partir de la operación [graphic href="?a09v36n1"][image: image374.png]x+3-2



[/graphic] utilizada por conveniencia, ya sabiendo que la expresión que es equivalente a ella es mayor o igual a cero, así ella también lo es y logra probar el consecuente de la implicación (ELH02).[/li][/list]
[/subsec][subsec][sectitle]Argumento 4: Demostración por reducción al absurdo de la implicación universal[/sectitle]
[p]En la evaluación de este argumento, 21 sujetos de los 25 consideraron que correspondía a una demostración matemática de la proposición dada y 16 de ellos manifestaron conocimiento de los tres indicadores propuestos. Además, hubo cuatro sujetos que afirmaron que el argumento era una demostración, aunque su respuesta no evidenció ningún indicador al igual que en los cuatro sujetos que manifestaron que no era una demostración matemática. [/p]
[p]En la [xref ref-type="table" rid="t16"]Tabla 6[/xref] se presenta el número de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los indicadores de conocimiento definidos para la demostración por reducción al absurdo de la implicación universal.[/p]
[tabwrap id="t16"][label]Tabla 6[/label] [caption]Número de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la demostración por reducción al absurdo de la implicación universal[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image375.jpg]Indicadores de conocimiento Tarea 3
Manifiesta que debe suponerse verdadera la negacion de proposicion dada y que es 16
2

equivalente a la proposicion 3x € R [x >0A (x xﬂ) < 2].

. 16
Manifiesta que se debe demostrar que 7V € R(x >0= (x + %) z 2) = Foen donde I,
representa a cualquier afirmacién contradictoria, en este caso [, €s la contradiccion ((x
—12<O0A (x—1)7>0)

. . 1
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces ~Vx € R (x >0= (X + ;) 2 2) debe ser 16

. 1
falsa y que en consecuencia ¥x € R (x >0= (x + ;) = 2) debe ser verdadera.



[/graphic]
[fntable id="TFN16"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[p]Algunas respuestas representativas de los sujetos que evidenciaron conocimiento son las siguientes:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Esta si corresponde a una demostración de un para todo [graphic href="?a09v36n1"][image: image377.png](V)



[/graphic] o para cualquier número real positivo, porque parte de la suposición de que exista un elemento que no cumpla la proposición y al llegar a una contradicción, no queda más que concluir que la proposición es verdadera (EBH17).[/li]
· [li]Se está partiendo del supuesto de que la proposición P es falsa y se está llegando a una contradicción lógica, esto concluye que la proposición P no puede ser falsa y de acuerdo con la Ley del medio excluido la proposición debe ser verdadera, correspondiendo a una demostración para la proposición P (ELH06).[/li][/list]
[p]Con base en los resultados presentados en esta sección, se aprecia que una gran mayoría de los futuros profesores de matemáticas evidencian conocimiento para discriminar si un argumento es o no demostración matemática de una propiedad aritmética como la propuesta. Muestran conocimiento para apreciar formas perversas de justificar que no pueden considerarse demostraciones, como la demostración para un caso particular, o la del teorema recíproco, así como para reconocer cuando se han realizado los pasos precisos para demostrar la proposición. No obstante, disminuye considerablemente la cantidad de sujetos que identifican los pasos cuando se plantea una demostración por reducción al absurdo.[/p]
[/subsec][/subsec][subsec][sectitle]Resultados de la fase empírica 2: El conocimiento especializado sobre la validez matemática de la demostración[/sectitle]
[p]Los resultados se presentan considerando las cuatro categorías definidas en esta fase para analizar las respuestas de los sujetos de investigación en torno a indicar si el argumento correspondía a una demostración matemática de la proposición dada, explicar las razones de su escogencia y,  en el caso de que el argumento dado no correspondiera a una demostración matemática de la proposición dada, indicar cuál o cuáles modificaciones harían al argumento matemático para que lo sea. Para cada categoría se presenta la cantidad de sujetos que consideraron al argumento propuesto como una demostración y que evidenciaron en sus respuestas conocimiento de los indicadores propuestos. Se presenta, además, y cuando corresponda, la síntesis de las respuestas de los sujetos que no fueron contempladas en los indicadores y que evidencian conocimiento de los aspectos matemáticos de la demostración.[/p]
[subsec][sectitle]Categoría 1: El uso parcial de la hipótesis sobre el discriminante no negativo[/sectitle]
[p]En la evaluación de este argumento en la tarea 1, 17 sujetos de los 19 consideraron que no correspondía a una demostración matemática de la proposición dada y 15 de ellos evidenciaron al menos uno de los indicadores de conocimiento definidos. Además, dos sujetos afirmaron que el argumento era una demostración, pero no evidenciaron ningún indicador al igual que otros dos sujetos que manifestaron que no era una demostración matemática. En la [xref ref-type="table" rid="t17"]Tabla 7[/xref] se presenta el número de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los indicadores de conocimiento definidos para esta categoría.[/p]
[tabwrap id="t17"][label]Tabla 7[/label]  [caption]Número de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoría 1: El uso parcial de la hipótesis sobre el discriminante no negativo[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image378.jpg]Indicadores de conocimiento Tarea 1
Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se usa parcialmente 15
la hipotesis (b* — 4ac) > 0.
Manifiesta que debe considerarse la hipdtesis (b*> — 4ac) > 0 en la correccion del argu- 8
mento pero no exhibe ninguno de los nimeros reales que cumplen la existencia.
Manifiesta que debe considerarse la hipétesis (b* — 4ac) > 0 para exhibir alguno de los
7

—b+yb%-4ac 0x= —b—+yb%—-4ac

numeros reales x =
2a 2a

en la correccion del argumento.




[/graphic]
[fntable id="TFN17"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[p]Se presentan las respuestas representativas de dos sujetos. Ambos manifestaron que el argumento no era una demostración debido al uso parcial de la hipótesis, el sujeto ELH06 completa su apreciación exhibiendo un número real para satisfacer la existencia, lo que no hace el sujeto EBM12:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Explicación: Únicamente demuestra que la proposición matemática es válida para el caso cuando [graphic href="?a09v36n1"][image: image380.png]b*
—4ac



[/graphic], faltaría demostrarla para el caso cuando [graphic href="?a09v36n1"][image: image382.png]b* —4ac >0



[/graphic]. Utiliza un caso particular. Corrección: Para el caso cuando [graphic href="?a09v36n1"][image: image384.png]b* —4ac >0



[/graphic]. Basta considerar el número real [graphic href="?a09v36n1"][image: image386.png]b+ Vb —4ac




[/graphic]. Luego [graphic href="?a09v36n1"][image: image388.png]2
2 _(~p+eme b+ V5" ke
ax’ +bx+cfu( = +b( = +c



[/graphic][/li]
[li][graphic href="?a09v36n1"][image: image389.png]bVb* —4ac —b?
L(bz — 4ac—2bVb? — dac +b7) + 4

e 2a



[/graphic][/li]
[li][graphic href="?a09v36n1"][image: image390.png]c

b? — 4ac — 2bVB* —4ac + b* +b‘/bZ —4ac —b* .

4a 2a



[/graphic][/li]
[li][graphic href="?a09v36n1"][image: image391.png]c

2b% — 4ac — 2bVb* —dac N bVb* —dac —b? N

4a 2a



[/graphic][/li]
[li][graphic href="?a09v36n1"][image: image392.png]_ 8(b* — 2ac — byb* = 2ac N bVb* —dac - b* N

4a 2a

c



[/graphic][/li]
[li][graphic href="?a09v36n1"][image: image393.png]b* — 2ac — bVb? — 4ac + bvb* —4ac — b* + 2ac

2a




[/graphic][/li]
[li][graphic href="?a09v36n1"][image: image394.png]


[/graphic][/li]
[li][graphic href="?a09v36n1"][image: image395.png]


[/graphic][/li]
[li]Así, el número real [graphic href="?a09v36n1"][image: image397.png]b+ Vb —4ac




[/graphic] satisface la existencia (ELH06).[/li]
· [li]Explicación: En la hipótesis dice que [graphic href="?a09v36n1"][image: image399.png]b* —4ac =0



[/graphic], pero cuando se hace la demostración solo se toma en cuenta el caso en que [graphic href="?a09v36n1"][image: image401.png]b*
—4ac



[/graphic] y no se toma en cuenta cuando es mayor a cero, por lo cual, la demostración no está del todo correcta. Corrección: Tomaría los dos casos, cuando [graphic href="?a09v36n1"][image: image403.png]b*
—4ac



[/graphic] y cuando [graphic href="?a09v36n1"][image: image405.png]b* —4ac >0



[/graphic]. Por lo que, faltará buscar un [graphic href="?a09v36n1"][image: image407.png]x € R



[/graphic] que cumpla el segundo caso (EBM12).[/li][/list]
[/subsec][subsec][sectitle]Categoría 2: El uso indebido del axioma de la existencia del inverso multiplicativo[/sectitle]
[p]En este argumento, presente en la tarea 2, únicamente siete sujetos apreciaron la cualidad abusiva del razonamiento, manifestando que no era una demostración matemática y de ellos cinco evidenciaron la razón mediante alguno de los indicadores propuestos. En la [xref ref-type="table" rid="t18"]Tabla 8[/xref] se presenta el número de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los indicadores de conocimiento definidos para esta categoría.[/p]
[tabwrap id="t18"][label]Tabla 8[/label] [caption]Número de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoría 2: El uso indebido del axioma de la existencia del inverso multiplicativo[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image408.jpg]Indicadores de conocimiento

Tarea 2

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se emplea de manera
incorrecta el axioma del inverso multiplicativo al considerar al nimero real #' sin
garantizarse que n # 0.

Manifiesta que deben considerarse dos casos en la correccion del argumento: (1) cuan-
do n # 0 y ahi emplear el axioma del inverso al multiplicar por #»! y (2) cuando n =0
para deducir que m = 0y por lo tanto |m| = |n].

5




[/graphic]
[fntable id="TFN18"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[p]Como puede observarse en la tabla anterior, cinco sujetos manifestaron que el argumento no era una demostración debido al uso indebido del axioma del inverso multiplicativo y de ellos, cuatro dieron evidencia en la corrección del argumento de la necesidad de considerar dos casos: cuando [graphic href="?a09v36n1"][image: image410.png]n#0



[/graphic]y cuando [graphic href="?a09v36n1"][image: image412.png]


[/graphic]. Se presentan las respuestas representativas de dos sujetos que manifestaron que el argumento no era una demostración debido al uso indebido del axioma del inverso multiplicativo, el sujeto EBH02 que en la corrección del argumento hace referencia a la consideración de casos para utilizar el inverso multiplicativo y el sujeto EBH03 que no lo hace:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Explicación: Porque se generaliza para cualesquiera [graphic href="?a09v36n1"][image: image414.png]m,n € Z



[/graphic] y parte de que [graphic href="?a09v36n1"][image: image416.png]


[/graphic]  divide a [graphic href="?a09v36n1"][image: image418.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image420.png]


[/graphic] divide a [graphic href="?a09v36n1"][image: image422.png]


[/graphic],aunque si uno de ellos es cero para que sean divisibles uno con otro ambos deben ser cero. Para evitar el [graphic href="?a09v36n1"][image: image424.png]


[/graphic] el cual se indefine en el caso que sea cero. Corrección: Tomado [graphic href="?a09v36n1"][image: image426.png]n,m € Z — {0}



[/graphic] Caso I como se realizó. Por aparte Caso II para [graphic href="?a09v36n1"][image: image428.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image430.png]m/n =



[/graphic] [graphic href="?a09v36n1"][image: image432.png]m/0=mq =0,q EL



[/graphic]  y como [graphic href="?a09v36n1"][image: image434.png]n/m=nk=mkeL=0k=m



[/graphic] [graphic href="?a09v36n1"][image: image436.png]=m=0



[/graphic]. Por lo tanto [graphic href="?a09v36n1"][image: image438.png]lol = o]



[/graphic]. Así por caso I y caso II [graphic href="?a09v36n1"][image: image440.png]Im| = In|



[/graphic] (EBH02).[/li]
· [li]Explicación: La demostración le falta, ya que se utiliza la definición de que un número sea divisible por otro de una manera correcta, y todo el resto de los pasos están bien. Pero parece que si se debe incluir el caso si [graphic href="?a09v36n1"][image: image442.png]


[/graphic] o [graphic href="?a09v36n1"][image: image444.png]


[/graphic], ya que en un paso se está multiplicando a ambos lados de la desigualdad por [graphic href="?a09v36n1"][image: image446.png]


[/graphic], pero es claro que [graphic href="?a09v36n1"][image: image448.png]


[/graphic] no va a ser [graphic href="?a09v36n1"][image: image450.png]


[/graphic] , ya que se contradeciría la hipótesis de que [graphic href="?a09v36n1"][image: image452.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image454.png]


[/graphic], pues [graphic href="?a09v36n1"][image: image456.png]m/0



[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image457.wmf]0/

m

[/graphic]. Lo mismo pasaría si [graphic href="?a09v36n1"][image: image459.png]


[/graphic]. Para que se cumpla con [graphic href="?a09v36n1"][image: image461.png]


[/graphic], ambos [graphic href="?a09v36n1"][image: image463.png]


[/graphic] deben ser [graphic href="?a09v36n1"][image: image465.png]


[/graphic]. Corrección: Si [graphic href="?a09v36n1"][image: image467.png]


[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image469.png]n#0



[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image471.png]n/0



[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image472.wmf]0/

n

[/graphic] ¡! contradice la hipótesis. Si [graphic href="?a09v36n1"][image: image474.png]


[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image476.png]m # 0



[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image478.png]m/0



[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image479.wmf]0/

m

[/graphic] ¡! contradice la hipótesis. Si [graphic href="?a09v36n1"][image: image481.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image483.png]


[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image485.png]0/0



[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image487.png]0/0



[/graphic], se cumple el teorema pues [graphic href="?a09v36n1"][image: image489.png]lol = o]



[/graphic] (EBH03).[/li][/list]
[p]En cuanto a los 12 sujetos que manifestaron que el argumento era una demostración matemática, ninguno de ellos evidenció algunos de los indicadores propuestos. Sin embargo, tres de ellos hicieron referencia en su explicación al inverso multiplicativo. El sujeto EBM11 planteó que no era necesario que [graphic href="?a09v36n1"][image: image491.png]


[/graphic] fuese un número entero, pero sin precisar que su existencia no estaría garantizada en el caso de que [graphic href="?a09v36n1"][image: image493.png]


[/graphic] fuera cero. Los sujetos EBM05 y EBH16 manifestaron que [graphic href="?a09v36n1"][image: image495.png]


[/graphic] existe cuando [graphic href="?a09v36n1"][image: image497.png]


[/graphic]  es diferente  a cero, no obstante, evidenciaron un conocimiento de la divisibilidad que implicaba que [graphic href="?a09v36n1"][image: image499.png]


[/graphic] era diferente de cero. A continuación, se presentan las tres respuestas:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Explicación: No se necesita que el [graphic href="?a09v36n1"][image: image501.png]


[/graphic] sea un número entero, por ello no nos afectaría en ningún momento. Además, se parte de la definición para concluir con un valor de verdad (EBM11).[/li]
· [li]Explicación: Los argumentos están correctos. Es claro que si [graphic href="?a09v36n1"][image: image503.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image505.png]


[/graphic] no pueden ser cero [graphic href="?a09v36n1"][image: image507.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image509.png]


[/graphic]. Así sería bueno especificar que existe [graphic href="?a09v36n1"][image: image511.png]


[/graphic]. Parte las hipótesis, traduce bien y aplica las propiedades adecuadas. Realiza claramente la conclusión que evidencia lo que tiene que mostrar (EBM05).[/li]
· [li]Explicación: El único problema que podría presentar el argumento es cuando se multiplica por [graphic href="?a09v36n1"][image: image513.png]


[/graphic] en la igualdad, pero como por hipótesis [graphic href="?a09v36n1"][image: image515.png]


[/graphic]; entonces, [graphic href="?a09v36n1"][image: image517.png]m # 0



[/graphic] y como [graphic href="?a09v36n1"][image: image519.png]


[/graphic] entonces, [graphic href="?a09v36n1"][image: image521.png]n#0



[/graphic] por lo que [graphic href="?a09v36n1"][image: image523.png]


[/graphic] está perfectamente definido. Por lo que el resto de razonamientos a partir de ahí, tienen todo el sentido, y también se cubren todos los vacíos que podrían quedar, lo único que se puede agregar es que la sustitución se puede realizar en cualquiera de las dos ecuaciones resultantes de la definición de [graphic href="?a09v36n1"][image: image525.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image527.png]


[/graphic] (EBH16).[/li][/list]
[p]Las respuestas anteriores muestran que los sujetos EBM05 y EBH16 consideraron al argumento como una demostración debido a imprecisiones en su conocimiento sobre la divisibilidad, pero evidencian conocimiento de que un número real posee inverso multiplicativo si es diferente de cero.[/p]
[/subsec][subsec][sectitle]Categoría 3: El uso indebido de las definiciones de número entero par e impar[/sectitle]
[p]En este argumento, presente en la tarea 3, 16 sujetos de los 19 manifestaron que no era una demostración matemática y, de ellos, 14 evidenciaron alguno de los indicadores propuestos. Además, tres sujetos afirmaron que el argumento era una demostración, pero no evidenciaron ningún indicador al igual que otros dos sujetos que manifestaron que no era una demostración matemática. En la [xref ref-type="table" rid="t19"]Tabla 9[/xref] se presenta el número de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los indicadores de conocimiento definidos para esta categoría.[/p]
[tabwrap id="t19"][label]Tabla 9[/label] [caption]Número de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoría 3: El uso indebido de las definiciones de número entero par e impar[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image528.jpg]Indicadores de conocimiento Tarea 2

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se usan de forma 13
incorrecta las definiciones de niimero par ¢ impar.
Manifiesta que debe emplearse en la correccion del argumento la definicién de nimero 14

impar para expresar que 2p + 1 =my 2g + 1 = n; y la definicién de nimero par para
concluirque m +n=2jconj EX




[/graphic]
[fntable id="TFN22"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[p]Como se observa en la tabla anterior, 13 sujetos manifestaron que el argumento no era una demostración por el uso indebido de las definiciones de número par e impar y todos ellos evidenciaron en la corrección del argumento el uso correcto de las definiciones. Hubo un sujeto, EBH02, que no evidenció el primer indicador en su explicación, sin embargo, en la corrección del argumento manifestó conocimiento del segundo indicador.[/p]
[p]Se presentan las respuestas representativas de tres sujetos que manifestaron que el argumento no era una demostración. La respuesta del sujeto EBH02 mencionado en el párrafo anterior y las respuestas de los sujetos EBM12 y ELH02 que presentan evidencia de los dos indicadores de conocimiento planteados:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Explicación: En línea 3 toma [graphic href="?a09v36n1"][image: image530.png]2m+1=p



[/graphic], claramente toma [graphic href="?a09v36n1"][image: image532.png]


[/graphic] como un número par. Así [graphic href="?a09v36n1"][image: image534.png]2m+1=p=



[/graphic] [graphic href="?a09v36n1"][image: image536.png]2m=p-1=m



[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image538.png]


[/graphic] es par, entonces, [graphic href="?a09v36n1"][image: image540.png]


[/graphic] es impar, entonces, [graphic href="?a09v36n1"][image: image542.png]=t
€z



[/graphic] ya que [graphic href="?a09v36n1"][image: image543.wmf](

)
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[/graphic]. Misma idea para [graphic href="?a09v36n1"][image: image545.png]2n+1=gq



[/graphic]. Corrección: En línea 3, [graphic href="?a09v36n1"][image: image547.png]m=2p+1



[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image549.png]n=2q+1



[/graphic]. Luego, [graphic href="?a09v36n1"][image: image551.png]2p+2q+2=2(p+q+2)




[/graphic]. Donde [graphic href="?a09v36n1"][image: image553.png]p+q+2€L



[/graphic]. Tome [graphic href="?a09v36n1"][image: image555.png]p+q+2



[/graphic]. Así [graphic href="?a09v36n1"][image: image557.png]m+n=2(p+q+2)=2aq



[/graphic]  esto es definición de ser par. Garantizando que [graphic href="?a09v36n1"][image: image559.png]m+n



[/graphic] es par (EBH02).[/li]
· [li]Explicación: Al decir que [graphic href="?a09v36n1"][image: image561.png]2m+1=p



[/graphic] garantiza que [graphic href="?a09v36n1"][image: image563.png]


[/graphic] es impar, sin embargo, no garantiza que el [graphic href="?a09v36n1"][image: image565.png]


[/graphic] sea impar, ya que si [graphic href="?a09v36n1"][image: image567.png]


[/graphic] es par o impar se cumple lo mismo. Por otra parte, llega a que [graphic href="?a09v36n1"][image: image569.png]2(m+n) =j,j€L



[/graphic] esto garantiza que [graphic href="?a09v36n1"][image: image571.png]


[/graphic] es par, pero no que [graphic href="?a09v36n1"][image: image573.png]m+n



[/graphic] es par, esta suma podría ser impar que al multiplicarla por [graphic href="?a09v36n1"][image: image575.png]


[/graphic] el [graphic href="?a09v36n1"][image: image577.png]


[/graphic] da par. Corrección: Tomaría más bien la definición para [graphic href="?a09v36n1"][image: image579.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image581.png]


[/graphic], [graphic href="?a09v36n1"][image: image583.png]m=2p+1



[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image585.png]n=2q+1



[/graphic] así al sumarlos me quedaría [graphic href="?a09v36n1"][image: image587.png]m+n




[/graphic] donde asegura que [graphic href="?a09v36n1"][image: image589.png]m+n



[/graphic] sí es par (EBM12).[/li]
· [li]Explicación: Se definen de forma incorrecta los valores de [graphic href="?a09v36n1"][image: image591.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image593.png]


[/graphic] como enteros, debe ir al revés el valor de [graphic href="?a09v36n1"][image: image595.png]


[/graphic] por [graphic href="?a09v36n1"][image: image597.png]


[/graphic], y de igual forma [graphic href="?a09v36n1"][image: image599.png]


[/graphic] por [graphic href="?a09v36n1"][image: image601.png]


[/graphic]. Corrección: Como [graphic href="?a09v36n1"][image: image603.png]


[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image605.png]


[/graphic] son impares cumplen que: [graphic href="?a09v36n1"][image: image607.png]m=2p+1



[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image609.png]n=2q+1



[/graphic], con [graphic href="?a09v36n1"][image: image611.png]qEL




[/graphic]. Luego [graphic href="?a09v36n1"][image: image613.png]m+n=2p+2¢+2=



[/graphic] [graphic href="?a09v36n1"][image: image615.png]m+n




[/graphic], con [graphic href="?a09v36n1"][image: image617.png]p+q+1€L



[/graphic]. Así, [graphic href="?a09v36n1"][image: image619.png]m4+n=2-7



[/graphic], con [graphic href="?a09v36n1"][image: image621.png]ptag+1




[/graphic] y [graphic href="?a09v36n1"][image: image623.png]re€l



[/graphic] teniendo la forma de un número par [graphic href="?a09v36n1"][image: image625.png]m+n



[/graphic] (ELH02).[/li][/list]
[/subsec][subsec][sectitle]Categoría 4: El uso adecuado de hipótesis, axiomas, definiciones y teoremas en la demostración del teorema de la suma de las medidas de los ángulos internos de un triángulo en la geometría euclidiana[/sectitle]
[p]En este argumento, presente en la tarea 4, todos los 19 sujetos manifestaron que era una demostración matemática, aunque la mayoría se limitó a realizar esta apreciación, pues solo nueve evidenciaron alguno de los indicadores de conocimiento propuestos. En la [xref ref-type="table" rid="t20"]Tabla 10[/xref] se presenta el número de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los indicadores de conocimiento definidos para esta categoría.[/p]
[tabwrap id="t20"][label]Tabla 10[/label] [caption]Número de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoría 4: el uso adecuado de hipótesis, axiomas, definiciones y teoremas en la demostración del teorema de la suma de las medidas de los ángulos internos de un triángulo en la Geometría Euclidiana[/caption]
[graphic href="?a09v36n1"][image: image626.jpg]Indicadores de conocimiento

Tarea 2

Manifiesta que la hipotesis del teorema es considerar un tridngulo cualquiera en la
Geometria Euclidiana.

Manifiesta que el postulado de las paralelas en la Geometria Euclidiana se emplea en el
argumento.

Manifiesta que definiciones matematicas se emplean en el argumento.

Manifiesta que teoremas matematicos se emplean en el argumento.

0



[/graphic]
[fntable id="TFN20"]Nota: Fuente propia de la investigación.[/fntable][/tabwrap]
[p]Con base en la tabla anterior, se puede notar que, pese a que todos los futuros profesores de matemáticas identificaron como válida la demostración de la propiedad de la suma de las medidas de los ángulos de un triángulo, ninguno hizo referencia a que la proposición es una afirmación general, que parte de la hipótesis de que se consideraba un triángulo cualquiera en la Geometría Euclidiana. Sin embargo, dos sujetos evidenciaron conocimiento sobre el uso del postulado de las paralelas, definiciones y teoremas simultáneamente; cuatro sujetos únicamente evidenciaron el uso del postulado de las paralelas y tres sujetos únicamente evidenciaron el uso de teoremas matemáticos en el argumento. Para ilustrar esto, se presentan tres respuestas: la del sujeto EBM12 que evidencia el uso del postulado de las paralelas, definiciones y teoremas; la del sujeto EBH02 que refiere únicamente al postulado de las paralelas y la del sujeto EBM05 que refiere únicamente al uso de teoremas:[/p]
· [list listtype="bullet"][li]Explicación: Los teoremas que está utilizando ya han sido probados, el postulado de las paralelas y el de los ángulos alternos internos entre paralelas. De igual manera, se emplean bien las definiciones, como la de par lineal, ángulo interior (EBM12).[/li]
· [li]Explicación: Se garantiza que se establece la geometría euclidiana. Por lo que el [graphic href="?a09v36n1"][image: image628.png]gte



[/graphic] postulado es cierto. Además, garantiza que los puntos generados crean un par lineal para sustituir correctamente los ángulos por sus alternos internos correspondientes. Esto demuestra que la suma de ángulos internos es [graphic href="?a09v36n1"][image: image630.png]180°



[/graphic] (EBH02).[/li]
· [li]Explicación: Utiliza todos los enunciados y los teoremas de forma correcta. Muestra claramente que cada uno de los pasos es verdadero. Utiliza propiedades. Parte de las hipótesis, aplica las propiedades de forma correcta y muestra claramente lo que debe probar. Realiza la conclusión (EBM05).[/li][/list]
[p]En el caso de los 10 sujetos de investigación que indicaron que el argumento era una demostración de la proposición dada, pero que no evidenciaron ninguno de los indicadores propuestos, en sus respuestas apreciamos imprecisiones para justificar la validez de un argumento matemático cuando este es correcto, basando sus respuestas en generalidades como: la presencia de una estructura lógica adecuada, es decir, el partir de una proposición verdadera y generar conclusiones parciales verdaderas que conducen a la conclusión, la consideración de todas las posibilidades y su correspondiente justificación, el uso de resultados anteriores de la geometría euclidiana y la claridad del argumento.[/p]
[p]Con base en los resultados presentados en esta sección, se aprecia que la totalidad de los futuros profesores de matemáticas evidencian conocimiento para determinar cuándo un argumento constituye una demostración matemática de una proposición, aunque pocos sujetos brindan las justificaciones para ello. Asimismo, la gran mayoría evidencia conocimiento para discriminar si un argumento no corresponde a una demostración matemática en función de aspectos matemáticos como el uso parcial de la hipótesis y el uso indebido de las definiciones. Sin embargo,  existe una disminución importante de sujetos que identifica el uso indebido del axioma del inverso multiplicativo.  [/p]
[p]En cuanto a la corrección de los argumentos que no corresponden a una demostración matemática,  hay un descenso de la cantidad de sujetos que consideran en sus propuestas de modificación al argumento, los aspectos matemáticos que lo invalidaban: (1) en el argumento 3, 14 de 19 sujetos sugirieron que debían modificarse las definiciones de número par e impar, (2) en el argumento 1, siete de 19 sujetos indicaron que debía emplearse la hipótesis completa del discriminante no negativo y exhibieron algún número real para satisfacer la existencia, mientras que ocho de 19 sujetos solo hicieron referencia al uso de la hipótesis completa y (3) en el argumento 2, cuatro de 19 sujetos manifestaron que debían considerarse dos casos para el número en cuestión, cuando era cero y cuando era diferente de cero para poder emplear el axioma del inverso multiplicativo.[/p]
[/subsec][/subsec][/sec][sec sec-type="conclusions"][sectitle]Conclusiones[/sectitle]
[p]La mayoría de los profesores de matemáticas en formación inicial evidenció conocimiento de los aspectos lógico-sintácticos en la evaluación de los cuatro argumentos matemáticos propuestos en el cuestionario 1, para la implicación universal, correspondiente a la proposición matemática P: cualquier número real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su inverso multiplicativo es mayor o igual a dos. [/p]
[p]En los dos primeros argumentos, la mayoría de los sujetos manifestó que no correspondían a una demostración, apreciando que, en el primero, la demostración aludía a un caso particular y que en el segundo, se demostraba el recíproco del predicado. En los argumentos tercero y cuarto, la mayoría de sujetos indicaron que correspondían a una demostración. En el caso del tercero, sobre la demostración directa de la implicación universal, la mayoría evidenció conocimiento de que debía suponerse cierto el antecedente y posteriormente, garantizarse la veracidad del consecuente. No obstante, solo una minoría evidenció conocimiento sobre la consideración de un elemento genérico del universo y ninguno hizo referencia a que la propiedad era válida en virtud de que se había garantizado para un elemento genérico que representa a cualquiera del universo. Estos resultados coinciden con los obtenidos por [xref  ref-type="bibr" rid="r10"]Durand-Guerrier et al. (2012b[/xref]). En el cuarto argumento, sobre la demostración por reducción al absurdo de la implicación universal, la mayoría brindó evidencias de conocimiento de los tres indicadores propuestos, a saber, que debía suponerse la negación de la proposición dada, que debía generarse una contradicción y que una vez generada se podría concluir que la proposición original era verdadera.[/p]
[p]La proposición del cuestionario 2, fue empleada por [xref  ref-type="bibr" rid="r16"]Knuth (2002[/xref]) en su investigación con 16 profesores de matemáticas en donde les planteó un argumento que demostraba el predicado recíproco. Según este investigador, 10 profesores lo consideraron como una demostración y se enfocaron en la corrección de las manipulaciones algebraicas más que en los aspectos de validez. En nuestro estudio, la mayoría de los profesores de matemáticas en formación inicial se enfocaron en la corrección lógica más que en las matemáticas empleadas en cada argumento, lo que nos permite observar un conocimiento adecuado sobre estos aspectos lógico-sintácticos de la implicación universal. Concretamente, evidencian conocimiento de que un caso particular no demuestra, y aprecian el argumento que emplea esta falacia. También, han demostrado conocimiento sobre cómo proceder en la demostración directa y por reducción al absurdo. [/p]
[p]Estudiar el conocimiento sobre los aspectos matemáticos de la demostración es complejo, ya que, además de los elementos lógico-sintácticos intervienen los conceptos y sus significados en la teoría matemática en la que se inserta la demostración. En este sentido, [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Mariotti (2006[/xref]) señala que, contrario a lo que ocurre dentro de una teoría formal, en la práctica de la deducción matemática  existe dependencia de la compresión y de la asimilación previa del significado de los conceptos a partir de los cuales ciertas propiedades se siguen de manera lógica. Los aspectos matemáticos considerados en esta investigación como las hipótesis, los axiomas, las definiciones y los teoremas podrían tener diferentes niveles de dificultad para comprender una demostración. [/p]
[p]En el caso del primer argumento, correspondiente a la categoría denominada “el uso parcial de la hipótesis sobre el discriminante no negativo” (en una ecuación de segundo grado en una variable real), la hipótesis aparece de forma explícita en la proposición a demostrar. La gran mayoría de los sujetos de investigación evidenció que no era una demostración debido a este uso parcial. En la corrección del argumento, una minoría de los sujetos evidenció conocimiento de que debía considerarse la hipótesis del discriminante en su totalidad y además, buscó y propuso un número real que cumpliera con la existencia. [/p]
[p]En los restantes tres argumentos, las definiciones, axiomas y teoremas empleados no necesariamente están explícitos en la proposición a demostrar y, por lo tanto, se requiere que los sujetos los conozcan a profundidad para poder evaluar su uso en la demostración. En el segundo argumento correspondiente a la categoría denominada “el uso indebido del axioma de la existencia del inverso multiplicativo” (para demostrar la igualdad en valor absoluto de dos números enteros divisibles entre sí), muy pocos sujetos evidenciaron conocimiento de que el argumento no era una demostración por el uso inadecuado del inverso multiplicativo. Asimismo, fueron muy pocos los que en la corrección del argumento manifestaron que debía considerarse que el número en cuestión debía ser no nulo para poder emplear su inverso multiplicativo. [/p]
[p]En el tercer argumento correspondiente a la categoría denominada “el uso indebido de las definiciones de número entero par e impar” (para demostrar la paridad de la suma de dos números impares), la mayoría evidenció que no era una demostración debido a este uso inadecuado de las definiciones. En la corrección del argumento, la mayoría de los sujetos evidenció conocimiento de las condiciones algebraicas que caracterizan a los números pares e impares, posiblemente porque las han empleado con frecuencia en los cursos de la carrera. No obstante, el desconocimiento de todas las condiciones de las definiciones podría derivar en que los sujetos evalúen de forma errónea un argumento. Por ejemplo, en el segundo argumento, dos sujetos consideraron que en la definición de divisibilidad los números involucrados son necesariamente no nulos, por lo tanto, estaba justificada para ellos la existencia del inverso multiplicativo, esto implicó que consideraran el argumento como una demostración.[/p]
[p]En el cuarto argumento correspondiente a la categoría denominada “el uso adecuado de hipótesis, axiomas, definiciones y teoremas en la demostración del teorema de la suma de las medidas de los ángulos internos de un triángulo en la Geometría Euclidiana”, la totalidad de los sujetos manifestó que el argumento era una demostración matemática. Sin embargo, solo una minoría evidenció conocimiento de los indicadores propuestos. Este hecho hace pensar que es más sencillo explicar cuándo un argumento matemático posee errores que justificar por qué es correcto.[/p]
[p]Según [xref  ref-type="bibr" rid="r20"]Mariotti (2006[/xref]), tradicionalmente, la demostración se considera en sí misma como si fuera posible separarla de la proposición a la que da sustento y del marco teórico dentro del que tal soporte tiene sentido. En esta investigación se ha evidenciado que la gran mayoría de los sujetos de investigación han apreciado que en una demostración todos estos elementos están involucrados de forma simultánea y no es posible comprender el sentido de una demostración matemática sin vincular la la proposición a la cual refiere y a la teoría matemática en donde se inscribe. De esta forma, en la práctica matemática se demuestran proposiciones verdaderas, pero el término “verdad” debe entenderse siempre en relación con una teoría particular.[/p]
[p]Los resultados obtenidos apoyan la apreciación de [xref  ref-type="bibr" rid="r5"]Cabassut et al. (2012[/xref]) en la que afirman que la demostración matemática no establece hechos, sino que garantiza la validez de proposiciones del tipo “si-entonces” esto implica que las hipótesis, axiomas, teoremas y definiciones deben entenderse y aplicarse en sus significados precisos en una teoría matemática. Se considera así que los aspectos matemáticos de la demostración pueden contribuir al conocimiento especializado de los profesores de matemática para comprender que los resultados matemáticos no son verdades universales. Por ejemplo, cuando se afirma que la suma de las medidas de los ángulos internos de cualquier triángulo es 180 grados, el conocimiento sobre la validez matemática de la demostración permite entender que en cierta teoría este resultado puede ser derivado.[/p]
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